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随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 黄 基 性 的 贡献 . 他 们 像 灿 烂 的 星斗 发 射 着 
MEHR BJ 6066, 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 蔡 代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 
种 数学 史 著 作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 马 、 帕 斯 
卡 、 达 肯 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 莹 日、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 传 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 
伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 瑶 伊 、 勒 雷 、 施 瓦 效 及 利 翁 斯 等 等 这 些 耳 熟 能 详 的 
名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 . 由 于 他 们 的 出 
色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具 有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 , 而且 具有 优秀 
的 传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享有 盛誉 . 

我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西 方 及 日 本 才 开 始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 
时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实现 了 跨越 式 的 
发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗 , 根源 于 我 们 国家 
综合 国力 不 断 提高 所 提供 的 有 力 支 撑 , 根源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根 
源 于 很 多 国际 数学 界 同仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西 数学 精品 长 期 
以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 
对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽 视 的 因素 . 足 
以 证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 
家 的 栽培 和 法 兰 西 数学 传统 和 风格 的 芒 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲 
取 法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 . 

由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 
限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 
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教育 出 版 社 决定 出 版 《 法兰西 数学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 享有 盛誉 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数 学 教材 及 教学 参考 书 , 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 
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CRIER FTIR, 特别 是 分 析 中 研究 函数 空间 的 一 个 分 支 . 它 在 历 
史上 的 根源 在 变换 的 研究 中 , 例如 在 傅 里 叶 变换 的 研究 中 , 并 且 也 在 微分 方程 的 研 
究 中 . 

“ 泛 函 ”这 一 名 词 起 源 于 变 分 学 的 研究 中 , 它 是 用 来 表示 自 变 量 是 函数 的 函数 的 
意大利 数学 家 兼 物理 学 家 维 多 . 沃 尔 泰 拉 把 泛 函 的 应 用 推广 到 新 的 领域 . 波兰 数学 
家 斯 提 凡 . 巴 拿 赫 常 被 认为 近代 泛 函 分 析 的 奠基 人 . 

本 书目 的 是 引进 巴 拿 赫 空间 中 微分 学 及 微分 方程 的 基础 , 同时 使 读者 熟 习 微分 
形式 、 变 分 学 原理 以 及 活动 标 架 法 对 曲线 与 曲面 的 应 用 等 概念 ， 本 书 首先 回顾 讲述 
以 下 各 章 中 概念 所 必需 的 一 些 预备 知识 : 巴 拿 赫 空间 , 可 微 映射 , 有 限 增 量 , 隐 映 射 
阶 的 定理 , 高 阶 微分 , 可 微 凸 映射 , 直 纹 映射 , 泰勒 公式 , 相对 极 值 , 微分 方程 , 微分 形 
式 , 活动 标 架 等 . | 

巴 拿 赫 空间 是 巴 拿 赫 为 了 解 含 无 穷 个 变量 的 方程 组 , 约 在 1930 年 提出 的 . 为 了 
解 未 知 变量 的 个 数 没有 确定 的 问题 , 例如 函数 的 向 量 空间 , 巴 拿 赫 空间 是 一 个 相当 
自然 的 框架 . 

巴 拿 赫 空间 被 定义 为 完备 的 赋 范 向 量 空间 . 换 句 话说 , 巴 拿 赫 空 间 是 实 或 复数 
域 上 的 一 种 向 量 空间 V, 它 带 有 满足 一 定 条 件 的 一 个 范 数 |- |: V 中 (关于 度量 
d(x,y) = |x 一 yl 的 ) 任何 柯 西 序列 在 V 中 有 一 极限 . 由 于 范 数 导 出 了 向 量 空 间 上 的 
一 种 拓扑 , 巴 拿 赫 空间 是 拓扑 向 量 空 间 的 一 种 实例 . 

本 书 也 论述 了 微分 形式 , 并 且 应 用 它们 研究 曲面 微分 几何 的 整体 及 局 部 的 某 些 
性 质 . 几何 计算 及 微分 形式 以 格拉 斯 曼 代 数 作为 它们 共同 的 起 源 ; 但 是 它们 的 历史 
发 展 不 同 , 必须 要 经 历时 间 才 能 使 数学 家 们 懂得 它们 两 者 属于 同一 数学 体系 . 

嘉 当 的 外 微分 形式 理论 的 重要 性 在 于 下 列 事实 : 在 关于 C1 类 可 微 映射 的 映射 
代 换 和 “ 拉 回 ”(SF-PB) 情况 下 , 一 个 M 维 初始 流 形变 到 终 态 成 为 一 个 N 维 流 形 ， 


这 时 微分 形式 是 完全 确定 的 . 映射 不 必 有 逆 映 射 (或 可 逆 的 雅 可 比 , 既然 初始 流 形 与 
终 态 流 形 的 维 数 不 同 ). 

与 张 量 分 析 理 论 大 不 相同 的 是 : 在 张 量 分 析 中 , 必须 加 上 种 种 条 件 , 因为 映射 与 
道上 映射 以 及 可 微 映射 与 可 微 逆 映射 在 张 量 分 析 中 都 是 必要 的 . . 

这 些 映射 称 为 微分 同 胚 , 而 当 物理 学 家 应 用 它们 时 则 称 为 坐标 变换 . 一 个 在 终 态 
为 零 的 张 量 , 在 初始 态 也 是 零 ; 对 于 张 量 , 初始 态 与 终 态 必须 由 微分 同 肚 联 系 着 . 微 
分 形式 超越 了 张 量 演算 , 而 且 包含 后 者 作为 特别 情形 . 

注意 微分 形式 统一 并 简化 了 多 变量 的 变 分 学 . 对 这 个 课题 有 兴趣 的 学 生 们 从 本 
书 中 , 会 比 用 通常 方式 , 能 更 好 地 理解 有 关 概 念 . 

最 后 , 在 本 书 末 章 , 为 了 研究 浸入 在 Rš 中 曲面 的 局 部 微分 几何 以 及 曲面 的 内 蕴 
几何 , 作者 发 挥 了 E. 嘉 当 的 活动 标 架 法 . 

在 数学 中 , 活动 标 架 是 向 量 空间 内 有 序 基 概念 的 一 种 推广 ; 这 种 基 往 往 用 来 研 
究 浸入 在 齐 性 空间 中 连续 流 形 的 内 蕴 微 分 几何 . 活动 标 架 首先 是 由 G. 达 布 在 十 九 
世纪 引进 , 是 用 来 研究 浸入 在 欧 氏 空间 中 曲线 的 弗 雷 内 一 塞 雷 特 标 架 的 . 后 来 , E. 
嘉 当 以 及 其 他 数学 家 使 活动 标 架 法 成 熟 了 , 用 它 来 研究 更 一 般 的 齐 性 空间 (例如 射 
影 空 间 ) 中 的 子 流 形 9. 

E. 嘉 当 的 活动 标 架 法 建立 在 这 种 观念 上 : .考虑 一 种 适应 于 所 研究 特别 问题 的 活 
动 标 架 . 例如 已 给 空间 一 曲线 , 曲线 所 导出 的 前 三 个 向 量 一 般 可 在 曲线 上 一 点 提供 
一 个 标 架 . 更 一 般 地 , 活动 标 架 可 看 作 一 些 开 集 U 上 主要 纤维 的 截 口 . 嘉 当 用 他 的 
一 般 方法 , 结合 他 的 联络 概念 , 探讨 了 这 种 抽象 问题 . 

最 常 遇 到 的 活动 标 架 情形 是 流 形 的 切 标 架 的 纤维 情形 . 在 这 种 情形 , 流 形 M 上 
的 活动 切 标 架 是 由 一 组 向 量 X1,… , Xn 的 场 构成 的 ; 这 些 向 量 在 开 集 Uc M 中 每 
点 形成 切 空 间 的 一 个 基 . 

总 可 在 局 部 即 在 M 中 任何 点 p 的 邻 域内 确定 一 活动 标 架 . 但 是 要 在 M 上 有 整 
体 活动 标 架 , 必须 加 上 拓扑 的 条 件 . 例如 当 M 是 圆 , 或 更 一 般 地 是 环 面 时 , 可 以 确定 
这 种 类 型 的 标 架 . 相反 地 , 当 M 是 二 维 球面 时 , 这 就 不 可 能 了 . 有 整体 活动 标 染 的 
流 形 叫 做 可 平行 化 的 . 

本 书 内 容 正好 包含 了 数学 的 一 些 纯粹 分 支 和 应 用 分 支 . 特别 对 于 准备 教师 考试 
的 学 生 , 对 于 准备 获得 硕士 阶段 微分 学 学 分 的 学 生 @, 以 及 对 于 教师 , 书 中 把 内 容 逐 
步 展 开 的 方式 都 是 有 用 的 . 对 于 学 工程 的 学 生 以 及 理论 物理 学 者 , 本 书 也 很 有 用 . 书 
中 正文 由 许多 例子 阐明 , 并 且 每 一 部 分 都 包含 一 些 程度 不 同 的 习题 

本 书 可 用 作 参 考 书 和 优秀 的 数学 习题 集 . 


J. 库 奈 埃 (Joseph Kouneiher) 
OF, 埃 兰 (Frédéric Hélein) 证 明了 : 为 了 证 明 在 无 对 称 情形 下 正规 性 的 结果 , 库伦 (Coulomb) 的 


活动 标 架 的 新 概念 可 以 起 着 关键 性 的 作用 . 
@ 法 国 大 学 通过 四 年 学 习 可 得 硕士 学 位 . 
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第 一 章 “” 巴 拿 赫 空间 中 的 微分 学 


1. 关于 巴 拿 赫 空间 及 连续 线性 映射 概念 的 回顾 


在 下 面 , 基础 域 K 是 实数 域 R 或 复数 域 C. 假定 关于 向 量 空间 的 定义 和 它们 的 
初等 性 质 是 已 知 的 . 我 们 记得 : 如 果 E RAREZA ( 即 在 域 C 上 的 向 量 空间 ), 那 
么 互 具 有 隐 含 的 实 向 量 空间 的 结构 : 现 限于 考虑 向 量 z(e E) 及 数量 Xe R) 的 乘 
EH Ar. 


1.1. 向 量 空间 E 上 的 范 数 


范 数 是 满足 下 列 条 件 的 映射 p: E 一 R+(R+ 表示 大 于 或 等 于 零 的 实数 集 ): 

(i) p(0) = 0; 

(i) (p(x) = 0) = (z = 0); 

(ii) p(z +y) < p(z)+ ply), Yz, y € E 

(iii) p(Az) = |A| - p(x), Yz € E, € K 

带 有 已 给 范 数 的 向 量 空间 ( 简 记 作 ev. 即 法 文 espace vectoriel 的 编写 ) 称 为 赋 
范 向 量 空间 ( 赋 范 e.v.)， 当 范 数 p 这 样 给 定时 , 往往 把 向 量 + 的 范 数 值 p(z) WE 
lzel. 采用 这 种 记号 , 条 件 (i) 至 Gi) 写成 : 

Gi) Ilol} = 0; 

Gi) (zl = 0) = (z = 0); 

Gü) |z + gl < zl + ll; 

Gii) [Asl] < JA] + llzll. 

设 已 是 一 赋 范 e.v.; 用 下 列 公式 定义 E 中 两 点 z, 的 距离 : 


d{z, y) = |z — yll. 


i 第 一 章 “” 巴 拿 赫 空间 中 的 微分 学 


由 于 由 (ii) 可 得 le- yll = lly- z]| BË z BR (x-y), 把 和 换 成 -1], 我 们 有 
d(x,y) = d(y,x). 又 由 (i) 可 立即 推出 


d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) 


(“三 角 不 等 式 ”)， 最 后 , d(x,y) = 0 必须 而 且 只 须 z = y. 因此 E 是 度量 空间 , 并 
且 与 任何 度量 空间 一 样 , E 有 拓扑 结构 . 对 于 这 种 拓扑 , 范 数 u 一 ul 是 连续 映射 
E >R, KX |ljull— loll] < lu — vll. 

对 于 acE K r > 0,B'(a,r) 是 心 为 a, 半径 为 r 的 球 , 它 是 由 满足 下 列 条 件 的 
z(E E) 形成 的 : 


d(z,a) <r, BD jz-— a| < r. 


考虑 一 个 子 集 UC E; 如 果 对 任何 ac U, 存在 着 r > 0, 使 得 球 B'(a,r) 包含 在 U 
中 , 那么 U 就 叫做 开 集 . 这 些 开 集 正 好 确定 一 种 拓扑 . 

可 以 验证 球 B'(a,r) 是 闭 集 ( 它 的 余 集 是 开 集 ). 相反 地 , 由 满足 ||z 一 al| <r K 
r 所 形成 的 “ 开 球 ”B(a,7) 是 开 集 . 

E 的 拓扑 是 分 离 的 , 因为 如 果 z Z y, S d(z,y) = r, 那么 开 球 B(z,r/2) 与 
B(y,r/2) 不 相交 . 

考虑 E 中 点 列 (zn)nzo. WR a € E, 并 且 距 离 序 列 |en — a|| 趋 近 于 零 , 就 说 序 
列 (zn)nzo 有 极限 a, 并 且 记 作 im zn = a. 容易 证 明 : 如 果 


lim zn = a, lim yn = b, 那么 lim (£n +a) = a + b. 
n—> OO n—> OO 


也 一 OO 


同样 , 如 果 
im 0 Jim. Àn = h, 
那么 
,lim (AnZn) = pa. 
使 得 


T — Oo 


(m > N K n > N) > ||z;, — ra < z. 
我 们 知道 任何 收敛 序列 ( 即 有 极限 的 序列 ) 是 柯 西 序列 . 2832408 Rus. ( 即 任 
何 柯 西 序列 是 收敛 的 ), 就 说 度量 空间 E 是 完备 的 . 
EX. 如果 一 个 赋 范 向 量 空间 对 于 由 范 数 导 出 的 距离 是 完备 的 , 它 就 称 为 一 个 
巴 拿 赫 空间 . 如果 基础 域 是 R, 它 就 称 为 实 巴 拿 赫 空间 ; 如 果 是 C, 它 就 称 为 复 巴 拿 
赫 空 间 . i 
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1.2. 巴 拿 赫 空间 的 例子 


例 1， 考 虑 实数 值 空间 R 或 复数 值 空间 Cn. 这 是 实 向 量 空间 或 复 ev. 考虑 
在 这 空间 上 下 列 三 个 常用 范 数 中 的 一 个 : 


pi(z) = 》 oil 


i=1 


p2(z) = sup |z;|, 
l<i<n 


pa(z) = ,| 》 |zil? ( 欧 几 里 得 范 数 ); 
¿=1 


把 向 量 z 的 坐标 记 作 zl , En]. 


由 上 列 三 种 范 数 之 一 在 R" (或 C") 上 所 确定 的 拓扑 是 乘积 拓扑 R x... x R (n 
+ R) 或 Cx…xC (n 个 C). 要 使 一 个 点 列 有 极限 a = (a, an), 必须 而 且 只 须 
对 于 满足 1 < i < n 的 任何 整数 i, 序列 中 各 点 的 第 i 个 坐标 有 极限 a;. HFR (或 
C) 是 完备 的 , R” (或 C") 也 是 完备 的 ; 对 于 pt pz, ps 中 任 一 范 数 , R” (或 Cn) 是 巴 
拿 赫 空间 . 
例 2， 设 X 是 拓扑 空间 . i£ AX) 是 所 有 连续 有 界 数值 函数 X — R 的 集 . 所 
谓 f 有 界 , 就 是 说 
sup |f(z)| 是 有 限 数 . 
x€ 
显然 (X) 是 向 量 空间 (加 法 是 函数 的 加 法 , f 与 纯 量 X 的 乘积 Af 是 函数 f 与 常 


II/|| = sup |f (z). 
r€ X 


可 以 证 明 (作为 习题 0): || f|| 是 向 量 空间 %(X) 的 范 数 . 称 它 为 函数 的 一 致 收敛 范 数 . 
其 次 , 这 空间 是 完备 的 (作为 习题 详细 证 明 : 这 是 由 于 对 于 有 界 连续 函数 的 一 致 收敛 
序列 , 它 的 极限 是 连续 的 ). 因此 GX) 是 (S) 巴 拿 赫 空间 ， 

同样 , 用 复 值 有 界 连续 函数 也 可 构成 复 巴 拿 灰 空间 . 

例 2. 现 推广 例 2. 不 考虑 有 界 连续 函数 z 一 R, 而 考虑 有 界 连续 映射 x — F. 
这 里 表示 一 个 给 定 的 巴 拿 赫 空 间 ; 由 定义 , 对 于 f: XF, WR 


IFI = sup ||/(z)| 
r€ x` 


是 有 限 数 , f 称 为 有 界 的 . (在 上 式 右 边 ,| jz)|| 表示 f(z) 在 巴 拿 赫 空 间 F 中 的 范 数 .) 
这 些 映 射 的 集 GX; F) 也 是 向 量 空间 (如 果 F ESE e.v., XE E R EK e.v.; 如 果 
FP ÆR ev., 这 集 是 C 上 的 e.v.). 其 次 , 上 面 确定 的 MI 是 这 一 向 量 空间 的 范 数 ; 因 
为 是 完备 的 , 所 以 这 空间 是 完备 的 (作为 习题 来 证 明 )， 因 此 GX; F) 是 巴 拿 赫 


空间 . 
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例 3， 设 A(|0,1]) 是 在 区 间 [0,1](c R) 上 按 勒 贝 格 意义 可 积 的 数值 孙 数 所 构 
成 的 巴 拿 赫 空间 . S x 


1 
HE I f(a 
除了 G) 外 , 它 有 范 数 的 所 有 其 他 性 质 : 由 关系 式 ISI = 0 不 能 导出 f 恒 等 于 零 , 只 
能 导出 f JLP EF (这 就 是 说 , 除了 在 一 个 测度 是 零 的 集 上 以 外 , f EB). 
为 了 得 到 真正 的 范 数 , 进行 如 下 : 考虑 等 价 关系 Al, fo): 
“及 fa 几乎 处 处 相等 ” 


等 价 类 的 集 L1([0,1]) 有 向 量 空间 结构 (考虑 .名 [0, 1] 中 满足 || f|| = 0 的 f 所 构成 的 
子 空间 ; Li(|0, 1]) 是 这 一 子 空间 的 商 空 间 ). 如 果 o 是 一 个 等 价 类 , 定义 Iel 为 类 
中 所 有 函数 f 的 公有 值 |f|. 于 是 lel 是 向 量 空 间 Li([0,1]) 中 的 一 个 范 数 . 其 次 ， 
由 勒 贝 格 积分 论 , Li1([0, 1]) 是 完备 的 (如果 我 们 用 黎 曼 积 分 , 情况 就 不 是 这 样 ). 因此 
Li([0,1]) 是 巴 拿 赫 空间 . 


例 3， 与 例 3 类 似 , 现 考虑 “平方 可 积 函 数 ” 构成 的 向 量 空间 Z ([0, 1), 这 时 


js Wola 


和 上 面 一 样 , 由 等 价 关系 Alfi, 户 ) 作出 商 空 间 . 商 空间 L2([0,1]) 是 巴 拿 赫 空间 . 
1.3. 巴 拿 赫 空间 中 的 正规 收敛 级 数 


定义 ， 设 (wn)n>o 是 中 元 素 u, 的 序列 , 这 里 g 表示 一 向 量 空间 . 如 果 范 数 
的 级 数 
2 lunl 


n20 
即 一 个 各 项 > 0 的 级 数 收敛 , 那么 通 项 是 un 的 级 数 称 为 正规 收敛 . 
定理 . 如 果 通 项 是 un HAERA, 那么 这 级 数 收敛 (这 就 是 说 : YO un 


0gngp 


当 — co 时 有 极限 , 并 把 这 极限 记 作 Y un), 并 且 我 们 有 


n20 


|> unli < > llull: 


n20 nz 之 0 
现 不 证 明 这 定理 (可 作为 习题 证 明 一 一 译 者 注 .) (省 盖 把 “正规 收敛 ” 称 为 “ 绝 
对 可 和 ”). 主要 的 是 已 假定 E 是 巴 拿 赫 空间 , 而 在 证 明 中 要 用 柯 西 收敛 判别 准则 . 


例 . 再 考虑 巴 拿 赫 空间 BBp(X) (1.2 段 中 例 2). 用 un 表示 拓扑 空间 X 中 的 有 
界 连续 数值 函数 ; 所 谓 un 是 一 个 正规 收敛 级 数 的 通 项 , 就 是 说 存在 着 通 项 是 En > 0 
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的 一 个 收敛 级 数 , 使 得 对 于 任何 n, 
对 任何 ze X. |u,(z)| <en; 


事实 上 只 须 取 en = |lunl| = sup |ua (2). 这 样 又 得 到 了 函数 项 级 数 正规 收 健 的 常用 
ZE 


1.4. 连续 线性 映射 

设 E KR FERNE ev. (或 者 两 个 在 域 及 E, 或 者 两 个 在 域 C 上 ). 我 们 要 
找 出 一 个 判别 准则 , 用 来 识别 : 当 EE 及 F 具有 它们 的 范 数 所 确定 的 拓扑 时 , 一 个 线 
性 映射 f: E — FETE. 

定理 1.4.1. 对 于 一 个 线性 映射 f: E — F, 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(a) f Æ E PAIT iE tk. 

(b) f 在 原点 O 连续 ; 

(c) IFI 在 单位 球 |z| < 1 ER. 

证 ， 显然 (a)=(b). WEH (b)=(c): 假定 f 在 点 O 连续 . 的 单位 球 的 逆 像 
f! 3 E P O 的 一 个 邻 域 ; 从 而 对 于 适当 的 r > 0, 这 邻 域 包 含 球 |Izl| < r. 于 是 存 
在 着 > > 0, 使 得 

H zl <r 可 导出 fæ) < 1 
于 是 
H |z|<1 可 导出 |f) < 1/r; 


这 是 因为 如 果 令 y = rz, 就 有 
IEOS 或 |f(0)|=rlJf()|. 
因此 证 明了 || f(z)|| 在 单位 球 Jel < 1 上 有 界 ; 这 样 就 证 明了 (b)= (c). 
最 后 证 明 (c)=(a). 如 果 (c) 成 立 , 那么 存在 着 M > 0, 使 得 对 于 满足 zl < 1 
的 任何 x, ||/(z)|| < M; 由 此 可 得 , 对 于 无 例外 的 任何 z, 
| zs M || z]. 


(事实 上 , WR |z| = 0, 上 式 是 显然 的 ; 如 果 lell = r > 0, 向 量 y = (1/r)z 满足 
lyll = 1 从 而 f(y) < M, 而 且 || f(z)|| = 7 了 (W) < rM = M||z||). 现 证 明 : 在 这 些 
条 件 下 , 在 任何 点 a e E, f 连续 : 既然 f 是 线性 的 , RITA f(z) - f(a) = f(z — a), 
因此 只 须 ||z — all < </AM, 就 有 


可 


`M ` 


|/(z) — f(a)|| < M 
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f 的 连续 性 得 证 . 
记号 ， 用 Z(E; F) 表示 从 马 到 下 中 所 有 连续 线性 映射 的 集 . 它 显 然 是 一 个 向 
量 空间 (所 有 线性 映射 E — F 所 构成 空间 的 子 向 量 空间 ). 在 Z(E; F) E, < 
ly = o IFœ)ll, 


|z||<1 
它 是 有 限 数 (根据 定理 1.4.1 中 的 判别 准则 (c)). 我 们 已 看 到 , 对 于 任何 z e E: 
IEOS IA e | (基本 关系 式 ) (1.4.1) 
其 次 , 设 M > 0 满足 
|Z(z)| < M||z|| 对 于 任何 z e E; (1.4.2) 
于 是 对 于 lzl < 1, 由 此 得 上 (z) < M; ATE 


sup ||f(æ)l| < M, 
lzllg1 
这 就 是 说 , |f < M. 因此 |f| 是 使 关系 式 (1.4.2) 成 立 的 最 小 数 M > 0 
上 | 是 在 向 量 空间 Z(E; P) 上 的 一 个 范 数 : 证 明 容易 得 出 (作为 习题 来 证 明 ). 
因此 Z(E; F) 是 赋 范 向 量 空间 ; 于 是 给 出 两 个 赋 范 空间 E 及 F 就 完全 确定 了 一 个 
拓扑 . 
定理 1.4.2. 如果 F 是 巴 拿 赫 空 间 , 那么 (E; F) 是 巴 拿 赫 空间 ， 


证 ， 设 (Sn) 是 在 空间 Z(E; F) 中 的 一 个 柯 西 序列 . 对 于 每 个 r+ > 0, 考虑 f, 
TERR ||zl| < r 中 的 限制 ; 这 是 一 些 映射 1, 它们 形成 向 量 空间 %(B'(0, r); F) (参看 
1.2 段 中 例 2) 中 的 一 个 柯 西 序列 . 由 于 Fr 是 巴 拿 赫 空 间 , 空间 %(B'(0,r); F) 是 完 
备 的 . 因此 在 球 lell < r E, 序列 f) 一 致 收敛 于 一 个 有 界 连 续 映 射 FG). 显然 , 对 
Fr < r, fO 在 球 |l <r 中 的 限制 等 于 Jr). 因此 映射 O 的 全 体 ( 互 为 开拓 的 
映射 ) 在 整个 空间 E 中 确定 一 个 映射 f, 使 得 f 在 球 lell < r 中 的 限制 恰好 是 fO). 
对 于 每 个 ze 五, 我 们 有 

To= Tlie fal) 


这 是 由 于 在 每 个 心 为 O 的 球 上 , 收敛 性 是 一 致 的 , 由 此 可 导出 : 如 果 z e€ E,y € E, 
那么 
f(z+%) = lim fale +y) = lim (falx) + fn(W)) 
= Jim fa (z) + Jim. fa (u) 
= f(x) + f(y). 
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同样 证 明 
JUAz) = Af (z). 
因此 f 是 线性 的 . 已 知 在 每 个 球 ||z|| < r E, IO 是 有 界 的 ; 从 而 f 是 连续 线 
性 的 . 
最 后 , IS- f. || ÉF 0. 这 是 因为 


IF- fall = sup ||f(z) — f..(2)||, 
Iz||<1 


并 且 在 球 ||z|| < 1 E, 序列 f 一 致 收敛 于 f. 于 是 证 明了 柯 西 序列 (fn) 有 极限 f, 
因而 证 明了 Z(E; P) 是 巴 拿 赫 空间 . 
1.5. 连续 线性 映射 的 复合 

设 E, F, G 是 三 个 赋 范 e.v., 并 且 设 Jf: E— F,g : F — G 是 两 个 连续 线性 映射 . 
IBA gof: E — G 是 连续 线性 映射 (事实 上 , 我 们 知道 , 两 个 线性 映射 的 复合 映射 
是 线性 的 , 两 个 连续 映射 的 复合 映射 是 连续 的 ) 对 于 任何 ze E, 我 们 有 


la ° f)(z)|| = llə(/(z))|| lgl FE), 


然而 
[FD IFI lel, 
由 此 最 后 得 到 | 
(go DDN < lall FI lel. 
根据 线性 映射 的 范 数 的 特征 性 质 (参看 1.4 段 ), 由 此 得 
lgo fl < lol- 1/l |: (1.5.1) 
1.6. 赋 范 向 量 空间 的 同 构 ; 赋 范 向 量 空间 上 的 等 价 范 数 
定义 ， 在 下 列 条 件 下 , 映射 f: E> FOE EA F ERG ev.) 是 一 同 构 : 
1° f 是 连续 线性 的 ; 
2° 存在 着 一 个 连续 线性 映射 g : F — EEI go f = ids (E 的 恒 等 映射 ) 并 
且 f o 0 一 idr. 
这 些 条 件 表明 : f 是 从 ERF ERRI, 9 HANH. 另 一 方面 , 显然 , 如 果 f 
是 线性 双 射 , 逆 双 射 也 是 线性 的 . 反之 , 如 果 y 是 连续 线性 双 射 , 却 不 能 断定 逆 双 射 
也 是 连续 的 . 由 此 出 发 , 可 得 同 构 的 另 一 特性 : 
要 f : E — Fikk, 必须 而 且 只 须 f 是 (拓扑 空间 的 ) 同 胚 , 并 且 是 线性 的 . 
现 叙述 在 分 析 中 很 重要 、 但 难于 证 明 的 一 个 定理 ; 证 明 从 略 @: 


=== a i 2: Z: 
中 例如 可 参看 N. Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques, Chap. I (N. 布尔 巴 基 , 拓扑 向 量 空 
间 , 第 二 章 ). 
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巴 拿 赫 定理 . 如 果 Ef F ZE £ #k2Z a|, 任何 连续 线性 双 射 f E — F z& 
同 构 . 

(这 定理 表明 : WJ fol: F — E 自动 地 是 连续 的 .) 

一 定 不 要 混淆 同 沟 和 等 距 ; 

EX. É EM FERH ev. 如果 线 性 双 射 f: E 一 F 保持 范 数 不 变 , 这 就 

对 于 zeE, |J/(e)| = lel, 

那么 f 就 是 一 个 等 距 . 

由 上 列 定义 中 的 条 件 可 导出 : ||f(z) 在 单位 球 上 有 界 ; 因此 f 是 连续 线性 映射 . 
于 是 任何 等 距 是 一 同 构 ; 但 是 逆 命 题 不 成 立 : 例如 位 似 映 射 z Xz (其 中 入 关 0) 是 
一 同 构 E — E; 但 是 如 果 A Z 1, 它 就 不 是 等 距 . 

定义 ， 设 pi 及 ps 是 同一 向 量 空间 E 上 的 两 个 范 数 . 如 果 它 们 确定 同一 拓扑 ， 
就 说 它们 是 等 价 的 . 

这 一 定义 也 可 表述 如 下 : É Ep Æ E WEA pi 而 得 的 赋 范 ev. Ep #: E f 
范 数 ps 而 得 的 赋 范 e.v. E 的 恒 等 映 射 确定 两 个 互 为 逆 映 射 的 双 射 

Jes Ep, 3 Ep2» f2: Ep > Ep. 


所 谓 p 及 o 确定 同一 拓扑 , 就 是 说 fa 及 fo 是 赋 范 ev. 的 同 构 . 为 此 , 必须 而 且 
只 须 fi 及 户 是 连续 映射 . 
现 应 用 线性 映射 的 连续 性 判别 准则 (定理 1.4.1): f 的 连续 性 可 表述 为 : 存在 着 
— M > 0, 使 得 
对 任何 ze E, palz) < Mp(zr); 


同样 , 户 的 连续 性 可 用 存在 着 一 个 M' > 0, 使 得 
pi(z) < M'p2(z) 
来 表述 . 由 此 得 : 


命题 1.6.1. 要 使 范 数 p 及 pa 等 价 , 必须 而 且 只 须 (对 于 z Z 0 确定 的 ) 比值 
pə2(z)/pi(z) 有 > 0 的 实数 为 上 界 及 下 界 . 


定理 1.6.2. 在 向 量 空间 R” L, 所 有 的 范 数 是 等 价 的 . 


uE. 记 欧 几 里 得 范 数 为 
llz|| = P |& 2 
1 一 工 
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(61,… ,én 表示 z 的 坐标 ). 设 p 是 另外 任 一 范 数 ; 先 证 明 : ( 当 R" 具有 也 由 欧 几 里 
得 范 数 所 确定 的 乘积 拓扑 时 ,) Re 一 RE 是 连续 的 . 用 (el,… ,en) 表示 R" 的 典范 
基 , 我 们 有 


lolz) — p(Y)| < plz — y) < X` lê: — nilp(ei). 
i=1 
这 一 不 等 式 表明 : 当 y 趋 近 于 zx 时 , p(y) EF o(z); p 正好 是 连续 的 . 


在 本 身 是 紧 集 的 单位 球面 el = 1 上 , p 是 处 处 连续 且 关 0 的 函数 ; 因此 在 单位 
球面 上 , p 有 一 上 界 M > 0 及 一 下 界 m > 0. 由 此 立即 得 到 


p(z) < Mllzll, p(x) > mllzl， 
这 样 就 可 证 明 p 与 欧 几 里 得 范 数 等 价 . 


R. 如 果 E 是 有 限 维 赋 范 e.v., 那么 任何 线性 双 射 f: R” 一 E 是 一 同 构 . (E 
XE, 如 果 p 表示 E 上 的 范 数 , pof 是 R" 上 的 范 数 ; 因此 这 范 数 与 欧 几 里 得 范 数 
确定 的 拓扑 相同 , 由 此 得 上 述 结果 .) 


定理 1.6.3. 设 户 是 有 限 维 赋 范 ev. 那么 E 是 巴 拿 赫 空 间 , 并 且 从 万 到 一 个 
IRIE e.v. F 的 任何 线性 映射 是 连续 的 . 


W. B E WERE n; 我 们 有 一 线性 双 射 f: Rn — E. HEIZ, f 是 一 同 构 . 
由 于 R" 是 完备 的 , E 也 是 完备 的 (E 是 一 巴 拿 替 空间 ). 设 g: E 一 下 是 一 线性 映 
射 (F 是 一 赋 范 e.v.); 如 果 证 明了 


h=gof: Rn =F 
是 连续 的 , 就 可 推出 9 = hofl 是 连续 的 . 
因此 只 须 证 明 : 任何 线性 映射 h: R" — F 是 连续 的 . 我 们 有 
ua gas Yanta), 
由 此 得 


上 (入 > 161: lleil, 
?一 1 
从 而 当 点 (&1, D , En) 趋 近 于 0 时 ， h(&, i En) 趋 近 于 0. 


注意 .对 于 复 向 量 空间 , 也 有 与 定理 1.6.2 及 1.6.3 相 类 似 的 结果 : 这 时 R" 的 
地 位 由 C" 所 代替 . 

设 EE 及 F 是 两 个 有 限 维 向 量 空间 , dim E = m,dim F = n; 这 里 dim E 
dim F RR E K F 的 维 数 . 选取 E WER 的 基 , 等 同 于 使 向 量 空间 (E; F) 与 
n 行 、m 列 的 矩阵 所 构成 的 向 量 空间 相应 (这 些 矩 阵 的 元 素 在 基础 域 中 ). (E; F) 
的 维 数 等 于 乘积 mn. 
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1.7. 空间 (E; F) 的 例子 
例 1， 在 实 e.v. RE e.v. 情形 , 分 别 设 E = R sk E = C. 例如 以 下 就 实 的 情 
形 讨 论 . 定义 一 个 自然 等 距 
(R; F) = F 


为 此 , 对 于 每 个 y eF, 作 从 R A| 的 映射 入 -> Ay; 由 于 
lAyll = lll: Al, 


上 列 映射 是 连续 的 ， 这样 确定 了 一 个 映射 p : F 一 (R; F); 它 显然 是 线性 的 . 其 
次 , 范 数 的 关系 式 表明 : 线性 映射 oly): R> FAK yll 反之 , 从 连续 线性 映射 
f :RR 一 下 出 发 , 把 它 与 元 素 f(1) e F 相连 系 ; 这 样 可 确定 从 LR; F) 到 F 的 一 个 
映射 y, 它 显然 是 线性 的 . 可 立即 看 出 p 与 y ETRY; 从 而 两 者 中 每 一 个 都 是 
双 射 . 而 且 因 为 lo) = y|, 这 种 双 射 是 等 距 . 按照 定义 ,yw 是 从 LR; P) #lj P E 
的 自然 等 距 . 

例 2. ÚW E 是 实 巴 拿 赫 空间 ; 那么 (E; R) 是 实 巴 拿 赫 空间 , 称 它 为 E 的 拓 
扑 对 偶 . 它 的 元 素 是 E 上 的 连续 线性 形式 . 


不 要 把 拓扑 对 偶 与 代数 对 偶 相 混淆 , 后 者 包含 任何 连续 或 不 连续 的 线性 形式 . 当 
E 的 维 数 是 n 时 , 拓扑 对 偶 与 代数 对 偶 相 混 , 前 者 的 维 数 也 是 n. 一 般 地 , 把 E 的 拓 
扑 对 偶 记 作 E*; E* 具有 它 的 巴 拿 赫 空间 的 结构 . 

同样 定义 复 巴 拿 赫 空 间 上 的 拓扑 对 偶 <2K(E; C). 

例 3， 代 数 Z(E; E), 这 里 E 是 巴 拿 赫 空 间 . 


已 知 Z(E; E) 是 巴 拿 赫 空间 . 但 我 们 还 有 合成 律 
(g, f) > g ° f. 


把 这 种 合成 称 为 乘法 (这 种 乘法 一 般 不 是 交换 的 ). 这 种 乘法 有 下 列 性 质 : 
| (g1 + 9) f = (91 ° f) + (920 f), 的 
(Ag)° f = Ag 0 f) 
(可 从 线性 映射 加 法 g) + go 的 定义 以 及 线性 映射 g 乘 以 纯 量 和 导出 ). 其 次 , 因为 9 
是 线性 的 , 所 以 
o (fi + f2) = (g° fi) + (go Po), aaa 
go (Af) = X(g o f) 
关系 式 (1.7.1) 及 (1.7.2) 表明 : 如 果 固 定 f, 映射 g — go f 是 线性 的 ; 如 果 固定 g, 
映射 f go 是 线性 的 . 这 样 的 映射 称 为 双 线性 的 (参看 下 面 1.8 Ez). 
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每 当 在 向 量 空间 4 中 , 确定 了 一 个 双 线 性 的 内 合成 律 ( 称 为 乘法 ), 就 说 在 A 中 
基础 域 上 确定 了 一 个 代数 结构 . 如 果 乘 法 是 结合 的 , 就 说 这 种 代数 是 结合 的 . 因此 可 
看 出 , 按照 是 实 或 复 向 量 空间 , Z(E; E) 是 在 域 R 或 域 C 上 的 结合 代数 . 我 们 往 
往 省 去 乘 号 o, 简单 地 写 出 gf 来 代替 合成 运算 go f. 

在 代数 Z(E; E) 上 , 我 们 有 一 范 数 , 它 满足 向 量 空间 中 范 数 所 常 满足 的 条 件 (Z 
看 1.1 Ez), 而 且 由 (1.5.1), 它 还 满足 


lafl < lol (1.7.3) 
( 范 数 对 乘法 的 性 质 ). 

最 后 , WR E 是 巴 拿 赫 空间 (直到 本 段 末 都 假设 如 此 )， Z(E; E) 对 于 范 数 是 完 
备 的 (根据 定理 1.4.2). 于 是 我 们 说 Z(E; E) 是 一 个 巴 拿 赫 代数 A: 准确 地 说 , 巴 拿 
赫 代数 4 是 带 有 满足 (1.7.3) 的 范 数 、 并 且 对 这 范 数 完备 的 一 种 代数 . 

注意 .不 要 以 为 必然 有 lofi = lgl- Ifl 例如 : 取 E = R; 设 f (或 g) 是 在 第 
一 个 (或 第 二 个 ) 坐标 轴 上 的 投影 映射 . 我 们 有 

gf = fg = 0, 
然而 
l/l= 1, |l = 1. 
下 面 要 在 巴 拿 赫 代数 中 , 两 次 应 用 正规 收敛 级 数 的 理论 . 
定理 1.7.1 REX. wR EZEREN, 并 且 如 果 f e @(E; E), 那么 级 数 
1 n 
正规 收敛. 把 级 数 的 和 记 作 exp f. 
证 ， 首先 约定 f° = 1, 即 有 关 代 数 的 单位 元 素 ( 恒 等 映射 E 一 E). 由 (1.7.3), 
我 们 有 
l|” < IIZI”, 
因此 收敛 级 数 i 
>a =I" = exp || | 


r2>0 
(AR EM A EKRA) 是 已 给 范 数 级 数 的 强 级 数 , 于 是 已 给 范 数 级 数 正 
规 收 敛 . 
习题 ， 证 明 : 如 果 gf = fg, 我 们 有 (exp f): (expg) = (exp g): (exp f) = exp(f + 
9); 并 且 由 于 exp(0) = 1 特别 有 


(exp f) : (exp(—f)) = 1, 
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从 而 exp f 是 Z(E; E) 中 可 逆 的 元 素 . 
注意 . 以 上 所 述 对 任何 巴 拿 赫 代数 都 适用 . 
定理 1.7.2， 设 E 是 巴 拿 赫 空间 , 并 设 ue Z(E; E) 满足 
lull < 1. 
那么 1- u ERA Z(E; E) 中 有 着 元 素 . 
证 .级 数 


D1 
n20 


正规 收敛, 这 是 因为 lw"j < lull”, 并 且 由 假设 |ull < 1, 几何 级 数 X ule 收敛 . 设 
n20 
v 是 》 wu" 的 和 . 立即 可 看 出 


n20 
vu = uv 
是 级 数 Y u” 的 和 . 于 是 
a v(1 —u)=(1—-uWw=l1. 
因此 v 是 1- u 的 逆 元 素 . 

注意 ， 这 定理 在 任何 巴 拿 赫 代 数 中 都 适用 . 

下 列 定 理 是 从 定理 1.7.2 导出 的 : 

定理 1.7.3. 设 妃 及 焉 是 两 个 巴 拿 赫 空间 . 把 Z(E; F) P HEH E — F ( 参 
看 1.6 段 中 定义 ) 所 组 成 的 子 集 记 作 Isom(E; F). 那么 

(a) Isom(E; F) 是 Z(E; F) 中 的 开 集 ; 

(b) 从 Isom(E; F) 到 Z(F; E) 的 映射 u ul 是 连续 的 . 

证 ， 首先 注意 集 Isom(E; F) 可 能 是 空 的 (如 果 E 及 F 不 是 同 构 )， 在 这 种 
情形 下 , 定理 是 正确 的 , 不 过 是 平凡 的 ， 如 果 Isom(E;F) 不 是 空 的 , 取 一 个 w € 
Isom(E; F). 为 了 证 明 (a), 必须 证 明 : 任何 充分 接近 uo 的 u 还 是 一 个 同 构 . 然而 要 
使 :五 一 下 是 同 构 , 必须 而 且 只 须 

(uo) tu: E > E 
是 同 构 ; 因此 要 求 得 (uo) lu 是 同 构 , 即 是 Z(E; E) PATARA. S: 
(uo) tu 一 工 一 人/. 


由 定理 1.7.2, 只 须 有 lol <1. 然而 v= 1 — uztu = uz (uo — u), 从 而 


lell < uo le — woll. (1.7.4) 
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因此 , 如 果 

els 
就 可 断定 jv < 1, 从 而 u 是 同 构 . 这 正好 证 明了 与 wo 充分 接近 的 u 是 同 构 . (注意 ! 
不 要 以 为 ur || = 1/luol]). 


还 要 证 明 (b). 我 们 有 
u! =(u(l-5)7! = (1 -0) (wo) 


从 而 
u™t — (u) = [(1—%) 1); (1.7.5) 


(1— u) 1 = Y> x", 从 而 (1—%) l -—-1= Y `", 


n20 n21 


A lv 
Ia -97 -1 < > lel” = 
nzi 


1 — liell 


于 是 由 (1.7.5) 导出 ij 

v 
1— || 
当 u 趋 近 于 wo 时 , 由 (1.7.4), loll 趋 近 于 0, 因而 由 (1.7.6), u~! AF (uo) 1. 这 
正好 证 明了 对 于 Isom(E; F) 中 的 任何 u,u 1 是 u 的 连续 函数 . 定理 得 证 . 


注意 当 瑟 及 已 有 相同 的 有 限 维 数 n, 并 且 把 Z(E; F) 5 n íT, n JERR 
空间 等 同 起 来 时 , 我 们 知道 怎样 表明 和 矩 阵 上 是 可 逆 的 : 条 件 是 f 的 行列 式 det f Z 0. 
由 于 从 Z(E; F) 到 R (或 C) 的 映射 f — def 是 连续 的 , O 的 余 集 的 逆 象 Bh 
Isom(E; F) 是 开 集 . 这 样 , 在 特殊 情况 下 , 定理 中 结论 (a) 得 到 了 一 个 新 的 证 明 . 在 
这 种 特殊 情况 下 , 结论 (b) 可 由 计算 道 矩 阵 来 证 明 . 
1.8. 连续 多 重 线性 映射 

首先 , 回顾 一 下 代数 : 设 E, o, En 及 是 向 量 空间 ; 设 有 映射 

f: EA x. x E, — F; 

如 果 对 每 个 整数 e[l, n], 并 且 对 每 组 元 素 ui € Eili Z k), 从 Er B) F 的“ 偏 " 映射 
是 线性 的 , 那么 就 说 映射 f 是 多 重 线性 的 (如 果 n = 2, f 是 双 线 性 的 ; 如 果 n = 3, f 
是 三 线性 的 ). 换 句 话 说 , 当 我 们 除去 一 个 变量 以 外 固定 所 有 变量 时 , f 必须 线性 依 
赖 于 未 固定 的 变量 . 这 样 , 只 要 至 少 有 一 个 z; 是 零 , 就 有 f(z1,… ,zn) = 0; 特别 , f 
在 原点 (0,.… ,0) EF. 注意 : 如 果 f 是 多 重 线 性 的 , 我 们 有 


f (A171, TA sAnTn) = (A1 i An) f (21, Supt Ba): (1.8.1) 


u — (uo) `| < lluo ll- 


(1.7.6) 
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例 . 取 纯 量 域 作 为 E,- , En 及 F, 把 域 中 ”个 元 素 的 乘积 
和 A1AX2 tet An 


看 作 Xi, X?，…… ,和 的 映射 , 那么 这 乘积 就 是 一 个 n 重 线 性 映射 . 

现 设 Ei, , Bn, 下 是 赋 范 向 量 空间 , 那么 E x … x En (作为 拓扑 空间 的 乘积 ) 
有 一 种 拓扑 结构 ; 因此 询问 映射 f: E x .… x E, — F 是否 连 续 是 有 意义 的 . 现 推 
J EBE 1.4.1 HH F: 

定理 1.8.1， 设 Ei, En, F AW ev., 并 且 设 f: E, x... x E, > F 
多 重 线性 映射 . 那么 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(a) f Æ E1 x... x En 中 任何 点 连续 ; 

(b) f 在 原点 (0,.… ,0) e Ex- x En 连续; 

(c) 上 f(z1,… Zn) £ n 486453 


leill < 1,::: zal < 1 
的 乘积 上 有 有 界 . 
证 明 像 定理 1.4.1 的 证 明 那 样 进行 . 显然 (a)= (b). 为 了 证 明 (b)=(c), 注意 : 如 
R f 在 原点 连续 , f 的 单位 球 的 逆 像 是 (0,… ,0) 在 E x… x E, 中 的 一 个 邻 域 , 因 


此 存在 着 r > 0, 使 得 
HEH i lell < r) = IFE ,on < L 

考虑 到 (1.8.1), 由 此 导出 
(对 任何 zi < D > [fE ;zn < >. 


这 样 就 证 明了 (c). 
设 /满足 (c); 设 有 M > 0, 使 得 


HEP i lleil] < 1) = F(E ,zn) < M. 
于 是 我 们 有 : 无 论 z, 是 怎样 ， 
| Ac za)| < M| ill: znll. (1.8.2) 
证 明 在 这 些 条 件 下 , f 在 任 一 点 (a1,… ,an) 连续 ; 这 样 就 证 明了 (c)= (a). 作 差 式 
fz: za) f(a1, +: ,an) 


= f(x1 —G1,T2,: ° ,Tn) + f (a1, £2 — a2, £3, Er) 


+- + fhan ,Ga- 1, Tn — Ga). 
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[上 式 容 易 验 证 , 因为 对 每 个 变量 分 别 是 可 加 映射 @.] 上 式 左 边 的 范 数 不 超过 右边 
各 项 的 范 数 之 和 ; 因此 , 考虑 到 (1.8.2): 


[J (£1; , Tn) Pr, flai, , an ) || 
< M||z1 — aill- lz2l :zall + Mlz2 — aə|| :Jail llzsl za 


+-+: + M||£n — anll llar] len (1.8.3) 
假定 对 于 任何 i, |x: — aill < =; 那么 lleill < laill + =, 因此 存在 着 一 数 A > 0, 使 得 
SHEW i, lz: — aill < z) => IHE i, ||z;|| < A. 
于 是 只 要 对 任何 i zi — a,|| <e, 由 不 等 式 (1.8.3) 可 导出 


f (£1, , £n) 一 Fa ,an))| < MA”! > ||z; al <nMA"-!le. (1.8.4) 
i=1 
然 , 只 要 e > 0 充分 小 , 可 选取 4 使 其 与 e 无 关 . 于 是 (1.8.4) 表明 : 当 同 时 有 zi 
Qa1,… ,Zn EF an BF, f(z1,… za) 趋 近 于 f(a1,… an) AE f 在 点 
(a1,: an) 连续 ， 定理 证 完 . 

记号 ， 把 连续 n 线性 映射 Er x … x E, 一 F 的 集 记 作 Z(E, , En; F). 

这 显然 是 所 有 映射 E, x .… x E, > F 的 向 量 空间 的 子 向 量 空 间 ， 对 于 f e 
(E. x- x En;F), 令 

IFI = sup||f(zi,::: , £n) 


当 zx1,… ,zn 在 各 单位 球 中 取 值 时 ， 


Ë 


led 和 1 ,za < 1 
于 是 由 (1.8.2)， 
上 za < lfl: lal: lenll, 
FE IfI 是 使 (1.8.2) 成 立 的 M > 0 中 最 小 的 . 
习题 .证明 | f|| 正好 是 向 量 空间 Z(E,- , Es; F) 上 的 一 个 范 数 . 


另 一 习题 ， 证 明 如 果 FEBREM, 那么 赋 范 ev. Z(E, , En; F) 是 巴 拿 
HS. (证 明 步 又 与 ” = 1 情形 相同 , 参看 上 面 1.4 B.) 


ORK: 此 处 原文 是 “fonction”, 现 译作 “映射 7”. “fonction” 即 英文 “function” 的 原意 ， 没有 必 
然 涉 及 “ 数 ”. 我 国 古 人 在 数学 中 将 此 字 意 译 为 “函数 ". 本 书法 文 原 本 中 , 往往 把 法 文 “application: 
E 一 F,” BX “mapping: E — F”, RH “onction: E — F”; 34 P C R sk ccert, TRA “R 
数 : — F”, 否则 似 宜 译 为 “映射 p — P>. 
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连续 双 线 性 映射 的 例子 ， 设 五 ,已 G 是 三 个 赋 范 向 量 空间 . 考虑 复合 映射 
e: @(P;: G) x Z#(E: P) — @#(E; G); 
它 是 由 
plg, f) = g ° f 
确定 的 . 已 可 看 出 它 是 双 线 性 的 . 我 们 还 知道 (参看 (1.5.1)) 
lg o FIL < llgll ILF]; 
因此 如 果 || f/|| < 1 3Ë B. ||g|| < 1, RE lgo f|| < 1. 这 样 就 证 明了 双 线 性 映射 o 是 连 
续 的 , 并 且 它 的 范 数 oll < 1. 
1.9. ”自然 等 距 映 射 Z(E, F; G) ~ Z(E; @(F. G)) 
首先 定义 映射 
PZE FG) > Z(E: Z(F:LG)) 
如 下 : i f e @(E, F; G); f(x,y) 是 两 个 变量 z € E K v € F 的 映射 ; 如 果 固 定 z, 
映射 y fry) EMA F 到 G 的 映射 , 记 作 f. ( 偏 映射 ). 我 们 有 
lfl = If WN < IFI lell yll 
因此 
Iz < ll: Hzl (1.9.1) 
并 且 这 样 就 特别 证 明了 f 是 连续 线性 映射 (由 于 它 的 范 数 是 有 限 的 ). 于 是 z 一 f, 
是 一 映射 g: E — (F: G); 可 立即 证 明 它 是 线性 的 . 其 次 , (1.9.1) 可 写成 
lg(z)| < AN: æl, 
因此 9 是 连续 的 , JEE || < lfl. 这样 , 对 于 任何 f < (EB,f;G), 有 一 个 9 € 
(E; #(F;G)); 后 者 定义 为 olf). 这 样 确定 了 映射 p. 不 难 证 明 ¿ 是 线性 的 . 其 次 ， 
因为 e 把 f 变换 成 g, WE |lg|| < Ifl, 所 以 线性 映射 y R < 1 : loll < 1. 
现在 定义 一 个 相反 的 映射 
A ZEF] 
为 此 , 从 一 个 连续 线性 映射 
g: E — @(F.: G) 


是 一 双 线 性 映射 
Jf: E x P'— G. 
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N 
4 
X 


letz) < ol : lzll, 


fz, = la) -yll < a lull < lll lell- Iyl 
这 样 就 证 明了 f 是 连续 双 线 性 的 , 并 且 


[fl < llgll. 


于 是 每 个 ge Z(E; #(F;G)) 确定 一 个 fe Z(E, F; G); HEX, f 是 %(9). 这 样 定 
义 了 映射 p. 不 难 证 明 y 是 线性 的 . 其 次 , 因为 y 把 9 变换 成 f, 并 且 JIZ < lgl, 
线性 映射 % 的 范 数 < 1. 
现在 显然 两 映射 y 与 隶 是 互 道 的 . 因为 poy 是 (E x P; G) 中 的 恒 等 映 射 ， 
它 的 范 数 是 1. 由 此 得 
1= o vl < lll: Hell, 


le|<1, Iwll sg1, 


lvll=1, o| =1. 
因此 y 保持 范 数 不 变 : 它 是 一 个 等 距 映 射 . 


2. 可 微 映 射 


2.1. 可 微 映 射 的 定义 
下 面 给 出 两 个 巴 拿 赫 空间 E 及 已 ,与 一 个 非 空 开 集 U c E. 考虑 一 些 映射 
f:U F. 在 这 些 映 射 的 集中 ; 每 点 a e U 确定 一 个 等 价 关系 如 下 : 
EX. 已 给 两 映射 fr :U — F K f. : U 一 了 ,并 考虑 对 于 充分 小 的 r+ > 0 所 确 
定 的 数量 
m(r)= sup |fi(x)— fə(z)| 


lz~allsr 


(HF U 是 开 集 ); WR m(r) 满足 条 件 


= 0， (2.1.1) 


这 条 件 也 可 写作 
m(r) = o(r), € (2.1.2) 
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那么 就 说 映射 及 及 f. 在 点 a 相 切 . : 

由 条 件 (2.1.2) 可 导出 : 映射 f- fh 在 点 a 连续 , 并 且 在 点 a 取 值 0, 于 是 在 点 
a 相 切 的 两 映射 在 点 a 取 同 一 值 , 并 且 如 果 其 中 一 映射 在 点 a 连续 , 另 一 映射 也 在 
点 a 连续. 


B. B 9 是 线性 映射 (连续 或 不 连续 ). 令 

f(z) = g(z — a), 

并 且 探 讨 f 在 点 a 是 否 与 O 相 切 . 我 们 有 
m(r) = |iglir, 

因此 如 果 m(r)/r 随 着 > 趋 近 于 0, 我 们 有 |g = 0, 从 而 g 恒 等 于 零 . 由 此 可 见 , 已 
给 映射 f: U 一 F, 存在 着 至 多 一 个 线性 映射 g: E 一 F, 使 得 映射 

Zr f(z) — f(a) 
及 映射 


z> g(z — a) 


在 a 相 切 . 而 且 如 果 这 样 的 9 存在 , 由 f 在 a 连续 可 导出 9 在 原点 连续 (从 而 处 处 
连续 , 因 9 是 线性 的 ); 逆 命 题 也 成 立 . 


定义 . 已 给 f:U 一 下 及 点 ae U. 如 果 下 列 条 件 成 立 : 


(i) f 在 点 a 连续 ; 
(ü) 存在 着 线性 映射 g: E — F, 使 得 映射 z — jz) — gla) K z — gle- a) Æ 
点 a 相 切 ， 
那么 就 说 f 在 点 a 可 微 . 
上 列 定 义 中 的 条 件 可 表示 为 
If (£) — f(a) — g(z — a)|| = o(||z — all). (2.1.3) 


WER, 如 果 f 在 点 a 可 微 , 它 所 确定 的 唯一 线性 映射 9 是 连续 的 ， 它 是 
(E, F) 中 的 一 个 元 素 , 记 作 f(a), 称 为 映射 f 在 点 a 的 导出 映射 , 

一 个 等 价 的 定义 是 :如 果 g€ (E; F), 并 且 (2.1.3) RÈ, 那么 f 称 为 在 点 a 可 
微 . 事实 上 , 由 9 连续 可 导出 f 在 点 a 连续 . 

采用 记号 f(a), (2.1.3) 又 可 写作 


le) 一 7 一 六 az 一 ol=odlz 一 al (2.1.4) 


例 .. i F E.S Sr jkas B|, 并 设 U 是 R 中 的 开 集 ; 那么 f :U — F ERKI 
映射 , 考虑 到 典型 等 距 映 射 2(R; F) = F, f EA a 可 微 等 价 于 : 存在 着 元 素 c e F. 
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ly — f(a) — (z — a)e|| = o(|z — al); 
换 句 话说 , 当 z 趋 近 于 a B, 商 式 
ff Feka) 


必 有 一 极限 ce F. e SE F 中 取 值 的 单 实 变 映射 , 我 们 又 得 到 了 


它 的 导出 映射 的 通常 定义 . 
如 果 把 极限 c 记 作 f'(a), 从 R E| F 的 线性 映射 


t—tf'(a) 


是 (R; F) 中 的 元 素 , 它 与 fla) 在 自然 等 距 映 射 F = (R; F) 中 相应 , 这 是 
LRF) 中 元 素 , 一 般 情 形 下 已 记 作 fla). 用 同一 记号 fla 表示 F 中 的 元 素 及 
LR, F) 中 的 相应 元 素 , 并 无 不 便 . 
当下 是 复 巴 拿 赫 空间 时 ， aT L (C; F) 也 可 类 似 地 进行 讨论 . 
现在 回 到 一 般 情 形 : EUD F. 


EX. WR f # U 内 任何 点 可 微 , 就 说 f # U 内 可 微 . 


于 是 元 素 fr(a) € Z(E; F) 依赖 于 ac U， 因 此 有 一 映射 a — fla, 简单 记 
作 f': 
fF :Uo @(E,. P). 


作为 定义 , 这 是 可 微 映 射 f:U 一 已 的 导出 映射 . 注意 导出 映射 fr 可 不 与 f 在 同一 
空间 F 中 取 值 . 然而 要 记得 : 如 果 E = R (或 C), F 是 实 (或 复 ) 巴 拿 赫 空间 , 那么 
Hf ZR; F) 5 F (sk Z(C; F) 与 F) 看 作 相同 . 因此 , 对 于 单 实 (或 复 ) 变 函 数 ， 
可 把 导出 映射 fr 看 作 一 个 映射 U 一 F. 


定义 ， 已 给 映射 f: U 一 F. 如 果 

1) f Æ U 内 可 微 , BÆ U 内 任 一 点 可 微 ; 

2) 导出 映射 fr: U 一 Z(E; F) 是 连续 的 ， 
那么 f 称 为 在 U 内 连续 可 微 , 或 属于 Cl 类 . 


(不 要 忘记 Z(E; F) 带 有 范 数 , 而 且 它 事实 上 是 一 巴 拿 赫 空间 ; 因此 U 及 (E; 
F) 是 拓扑 空间 .) 


关于 可 微 性 概念 的 说 明 . 现 总 是 设 /是 连续 映射 E F, 其 中 F 是 一 个 巴 拿 
赫 空 间 , U 是 一 个 巴 拿 赫 空间 E 中 的 开 集 . 把 E 的 范 数 用 一 个 等 价 范 数 (参看 1.6 
段 ) 来 代替 ; 把 一 个 z e 5 的 新 范 数 记 作 |z|, 原 有 范 数 记 作 lell; 同样 , 把 p 的 范 
数 用 一 个 等 价 的 范 数 来 代替 . E 的 拓扑 没有 改变 , F 的 也 没有 改变 : 于 是 U 仍然 是 
开 集 , f 仍然 是 连续 映射 . 
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命题 2.1.1. 如 果 对 于 原 有 范 数 , f 在 点 a E U 可 微 , 那么 对 于 新 范 数 ， 仍然 
在 点 a TH, 而 且 导 出 映射 保持 不 变 . 

事实 上 , f 在 点 a 可 微 , 并 且 有 元 素 ge Z(E; F) 作为 导出 映射 这 一 事实 , 可 以 
用 下 列 条 件 来 表述 : 
If(z) — f(a) — g(x — a)l] 


人 |z — all 


HKE E H, 范 数 || W K | h 等 价 , 所 以 我 们 有 


= 0. 


Ne =s 
lz 一 al lz — all 


这 里 M 是 一 固定 的 数 . 因为 中 的 范 数 | I 小 等 价 , 所 以 我 们 有 
Ia- f(a) — g(z — a)| < M'|f(z) — Fla) -oz 一 oj 
这 里 M 是 一 固定 的 数 . 由 此 得 
It@) - F0) -98 — a) < G) f(a) — ge -o)l 


lz — allı lx — all 
由 假设 , 当 z 趋 近 于 a (保持 Z a) 时 , 上 式 右边 趋 近 于 0, 从 而 左边 同样 也 是 这 样 . 
证 完 . 
2.2. 复合 映射 的 导出 映射 


设 E, F,G 是 三 个 巴 拿 赫 空间 , U 是 E 中 的 一 个 开 集 , V 是 pP 中 的 一 个 开 集 . 
考虑 两 个 连续 映射 
f:U >F, g:V>G 


及 一 点 aeU. W b= f(a) e F, XREE V 内 .那么 f-1(V)(c U) E: E rR a BJ 
一 个 开 集 ; 在 这 开 集 U! 内 , 复合 映射 


go f:U' >G 
是 确定 的 . 


定理 2.2.1. 在 上 述 假设 下 , 如 果 f 在 点 a 可 微 , 并 且 如 果 g Æ% b = fla) T 
微 , 那么 hgof 在 点 a TH, 并 且 有 


h(a) = g'(b) o f'(a). (2.2.1) 


换 句 话说, 线性 映射 h(a): E — G 是 线性 映射 f(a): E — F 与 线性 映射 g'(f(a)) : 
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uE. 由 假设 
f(x) = f(a)+f'(a): (z — a) + y(x- a), (2.2.2) 
其 中 o 是 与 O 在 原点 相 切 的 一 个 映射 , 换 句 话说 ， 
lle(z — a)|| = o(||: — all). 
同样 , 由 假设 
g(y) = 9(b) + g (b) - (y — b) + Yy — b), (2.2.3) 
其 中 lly — b)|| = ollly ~ bll). 
现 佑 计 h(x) 一 h(a) = g(f(2))- g(f(a)): 应 用 含 y 的 (2.2.3), 而 把 y 换 成 f(x), b 
换 成 f(a). 于 是 得 
h(z) — h(a) = g'(f(a))(f(z) — f(a)) + #(f(z) — f(a)). 
在 这 关系 式 中 , 把 f(z) - f(a) 用 从 (2.2.2) 算出 的 值 来 代替 , 并 考虑 到 g'(f(a)) 是 线 
性 映射 下 一 G 这 一 事实 , 就 得 到 : 
h(x) — h(a) = (g (f(a)) o f'(a)) - (z — a) 
+g (f(a)) : p(z — a) + Y( f(z) — f(a)). 
为 了 证 明 h 在 点 a 可 微 并 且 有 导出 映射 z'(f(a)) o fla), 只 须 证 明 上 式 右边 第 二 及 
第 三 项 与 O 相 切 , 这 就 是 说 ， 
|g'(f(a)) -p(z — a)|| = o(||z — all), 2.2.4) 
Iw(f(7) — f(a))|| = olllz — all). 
然而 (2.2.4) 可 由 下 式 得 到 : 


Wm sas: 
> 
cd 


lg (f(a)) :p(x — a)|| < ||g'(f(a))|| plz — a)ll. 
(2.2.5) 可 由 
lY E) — Fl = (llf) — Fall) 
及 从 (2.2.2) 导出 的 不 等 式 
|J(z)— f(a)|| < M |z — all 


得 到 (这 里 M > jf'(a) 是 给 定 的 ); 上 列 不 等 式 当 |e- all 充分 小 时 成 立 , 这 就 是 由 
(2.2.2) 导出 的 . 
定理 2.2.1 得 证 . 
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2.3. 导出 映射 的 线性 
考虑 一 般 情形 : U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 的 开 集 , F 是 一 巴 拿 赫 空 间 . 设 f 及 g 是 
两 映射 U — F; 它们 的 和 户 是 由 下 式 所 确定 的 映射 h: U — F: 
h(x) = f(z) + g(z)(F 中 的 加 法 ). 


同样 , f 与 纯 量 和 的 乘积 Af 是 由 k(z)= X: f(x) RREI k: U — F. 


命题 2.3.1. 采用 上 面 的 记号 , WR f X 9 在 点 a 可 微 , 那么 hh= f + 9 在 点 
可 微 , 并 且 有 I 
h'(a) = f'(a) + g (a). 


如 果 f 在 点 a 可 微 , 那么 k= A 和 f 在 点 a 可 微 , 并 且 有 
k'(a) = Mf' (a). 


换 句 话说 , 在 点 alc U) 可 微 的 映射 f: U — f 的 集 在 所 有 映射 U — F 的 向 量 空间 
中 , 而 且 是 其 中 一 个 子 向 量 空间 Va; 映射 f 一 fla) 是 从 V, 到 Z(E, P) 中 的 一 个 
线性 映射 . 同样 可 看 出 : (在 U 中 ) 属于 C1 类 的 映射 f U — F 的 集 是 V, 的 一 个 
子 向 量 空间 . 
2.4. 特殊 映射 的 导出 映射 

命题 2.4.1. 如果 f: U FARERI, 那么 它 是 可 微 的 , 而 且 对 任何 
r€ U, 它 的 导出 映射 f'(z) ÆR. 

FE (第 3 节 ) 我 们 将 看 到 : 反 过 来 说 , 如 果 f 可 微 并 对 任何 ze U, f'(z) = 0, 
而 且 如 果 U 还 是 连通 的 , 那么 f 在 U 中 是 常量 . 

命题 2.4.2. 如 果 f: U — 已 是 一 个 连续 线性 映射 已 一 五 的 限制 (把 它 仍 记 
fE f), 那么 它 是 可 微 的 , 并 且 


对 于 任何 ze 世 f'(z) = f. 
[因此 导出 映射 是 常量 ; 不 要 忘记 这 常量 是 (E; F) 中 的 元 素 ]. 由 定义 , 仍 可 看 出 这 
是 显然 的 . 
现 研究 连续 双 线 性 映射 
f ; Ei x E => F 


的 导出 映射 , 这 里 E, Bo, F 表示 三 个 巴 拿 赫 空间 . 但 为 了 进入 所 讨论 的 范围 , 首先 
必须 在 E, x E, 上 定义 一 个 巴 拿 赫 空间 的 结构 . 为 此 , 先 在  x E, 上 确定 向 量 空 
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间 的 结构 , 即 向 量 空间 E, 与 E, 的 乘积 : 乘积 空间 中 的 运算 由 下 列 公式 定义 : 


(zi,Z2) + (y1, Y2) = (£1 + Yi, Z2 + Y2), 
À(zi,zə) = (Ax1, Az2)(£1, y1 € E1; £2, y2 € E2); 


特别 ， (£1, Z2) 一 (x1,0) F (0, £2). 还 要 明确 在 向 量 空间 E x Ez 上 选取 什么 范 数 ; < 
(zu; z2)|| = ||z1l| + ||zoll: (2.4.1) 


可 证 明 : 这 恰好 是 一 范 数 , 它 在 E, x E; 上 确定 了 Pr 及 Eo 的 积 拓扑 , 而 且 对 于 这 
一 范 数 , E, x E; 是 完备 的 (因为 由 假设 , E, K E, 是 完备 的 ). 注意 : 可 不 取 (2.4.1) 
所 定义 的 范 数 , 而 用 与 它 等 价 的 其 他 范 数 来 代替 , 例如 可 取 sup(llzil, le) 作为 范 
数 的 定义 . 


定理 2.4.3. 如 果 f: Ex E, 是 连续 双 线 性 的 , 那么 f 是 可 微 的 , 并 且 它 在 点 
(a1, 42) [这 里 al € 1,a2 € E>] 的 导出 映射 由 下 列 公式 确定 : 


f'(ax,a2) (hi, h2) = f(hi,a2) + fla1, h2); (2.4.2) 


在 这 公式 中 , h € Eih € Ex; 公式 左边 表示 f'(au,a2) € Z(E x Ex; F) 在 向 量 
(hi,hə) € E, x Ez 上 的 值 . 


证 . 我们 有 
Jf(aí + hi,a2 + h2) — flai,a2) = f(hi,a2) + f(a,, h2) + flhi, h2); 
如 果 我 们 证 明了 
IIF (hi, pa) = o(||(hi, h2)ll), 
定理 得 证 . 既然 |(hi,h2)| = hal + lholl, 而 且 
IF (ha, Pa < IFI kall Rell < IFIOR + lholl)? 

又 显然 有 (llall + lhal)? = o(||hil| + Ilall). 证 完 . 

推广 ”不 考虑 两 个 巴 拿 赫 空间 F, 及 E, 的 积 , 而 考虑 积 


Ei XxX- x En, 


这 里 n 是 任 一 正 整数 . 在 这 积 上 , 取 积 向 量 空间 的 结构 及 范 数 
上 eol= > lal 
i=1 


于 是 确定 了 积 拓 扑 . 设 
Jf: Ei x: x E, — F 
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是 一 连续 多 重 线性 映射 . 那么 定理 2.4.3 可 推广 为 : f 是 可 微 的 , 并 且 有 
(034; cas , an) 1 (ha, Dany , hn) 一 f (hi, a2, Pes , Qn) 十 fla, h2, a3, Se , an) 
“eq ,ee (2.4.3) 


[在 f(a1,… ,an) P, 依次 把 每 个 a, 用 h, 来 代替 , 其 他 a, 则 保持 不 变 ; 将 所 得 各 项 
RA, 就 得 到 (2.4.3) 式 的 右边 ], 证 明 可 就 n 递 推 而 得 ; 把 它 留 给 读者 作为 习题 . 

现 给 出 最 后 一 个 例子 : 在 定理 1.7.3 中 , 确定 了 从 Isom(E; F) ( 巴 拿 赫 空间 Z(E; 
F) 中 一 个 开 集 ) 到 Isom(F; E) ( 巴 拿 赫 空间 2(F; E) 中 一 个 开 集 ) 上 的 一 个 连续 
映射 


um ul. 


设 o 是 这 映射 ; 因而 有 ol = u 1. 我 们 可 把 y 看 作 是 在 巴 拿 赫 空 间 (F; E) 中 
取 值 . 因而 yp 是 否 可 微 这 一 问题 是 有 意义 的 . y 的 导出 映射 是 


L(L (E; F); Z#(F; E)) 
中 一 个 元 素 . 


定理 2.4.4， 采 用 上 列 记 号 , 在 开 集 Isom(E; F) c @(E; P) 中 , g 属于 CT X, 
并 且 它 的 导出 映射 由 下 式 给 出 : 


Pp(u):h=-u lohou- l jt F he @(E; F). (2.4.4) 
MF. 先 看 (2.4.4) 式 右 边 的 意义 . 记号 。 表 示 连 续 线性 映射 
你 和 
的 复合 , 于 是 (2.4.4) 的 右边 是 名 (F; E) 中 的 一 个 元 素 ; 这 是 应 有 的 结果 . 
为 了 证 明 (2.4.4), AF 一 个 “ 增 量 ” h: 


plu +h) -— plu) = (u +h) -ur 
= (u+ h)! o (u — (u + h)) ou 1 
=—(u+h)'lohou `. 


为 了 证 明定 理 , 只 须 证 明 : 固定 u e Isom(E; F), (u +h) lohoucl 5 (XF h RIE) BË 
射 ulohou! 之 间 的 差 是 olh). 然而 


(u+h) lohou lu ohou™! = ((u +h) lu l)ohou 1, 
由 此 得 


l(u+h) ohouw l—-ulohou < th = lum la 


2. 可 微 映 射 “27. 


因此 只 须 证 明 : 当 h AEF 0 BP |u +h) -utl EF 0; 情况 正好 如 此 , 这 是 
由 于 映射 u ul 是 连续 的 (定理 1.7.3). 
这 样 我 们 证 明了 p 在 任何 点 we Isom(E; F) 可 微 , 而 且 它 的 导出 映射 2 (u) 是 
由 公式 (2.4.4) 给 出 的 . 为 了 证 明 y 属于 C1 类 , 还 只 要 证 明 映 射 
@' : Isom(E; F) 一 Z (L (E; F); Z(F; E)) 
是 连续 的 . 为 此 引进 一 个 记号 : 对 于 v € Z@(F;E),u € @(F; E), 把 从 Z(E; F) 到 
(F; E) 的 线性 映射 


hr —uo hou 

记 作 plv, w). 那么 (2.4.4) 表明 

p(w) = (ut, ut). 
然而 从 L (F; E) x L(F; E) 到 Z (L(E; F); (F; E)) 的 映射 (v, w) — plu, w) 是 双 
线性 的 ; 它 是 连续 的 , 这 是 由 于 

ly, w) h|| = [lv o h o wll < lloll- IA lwll, 

而 由 上 式 可 导出 (参看 关系 式 (1.4.2) 及 它 下 面 几 行 ): 

[wv, wl < lloll- wl]. 
因此 p 是 连续 双 线 性 映射 . 由 此 可 见 , 映射 

um g'(u) = y(u, u’) 


是 从 Isom(E; F) 到 
(F; E) x Z(F; E) 

的 连续 映射 u (ul. uT!) 以 及 连续 映射 (v, w) — w(v,w) 的 复合 . 因此 复合 映射 是 
连续 的 . 证 完 . 

注意 : 以 后 要 看 到 这 映射 还 是 可 微 的 . 

定理 2.4.4 的 特别 情形 .假定 E= F =R (或 在 复数 情形 E= F = G). 那么 
线性 映射 E — F 由 一 纯 量 确定 , 把 它 记 作 u; 要 使 得 w 所 确定 的 映射 是 一 同 构 , 必 
须 而 且 只 须 u Z 0. 于 是 Isom(R; R) 与 元 素 u Z 0 所 组 成 的 R 中 开 集 相同 . 这 时 由 
定理 2.4.4, 映射 1/u 是 可 微 的 , 并 且 它 的 导数 是 -1/w?. 这 是 很 经 典 的 结果 ! 
2.5. 在 几 个 巴 拿 赫 空间 的 积 中 取 值 的 映射 

设 空间 F 是 有 限 & 个 巴 拿 赫 空间 的 积 : 


P= F; x. X Fg. 
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引进 下 列 记号 : 对 于 满足 1 < i < 的 每 个 整数 i, 设 
pi: F' — Fi 
E F 在 它 的 第 i 个 因子 上 的 投影 映射 , 并 且 设 
ui:Fi— F 
是 由 
Ui (Zi) = (0, ,Tis ,0) 
[除了 在 第 i 个 位 置 外 , 处 处 取 值 0] 所 确定 的 单 射 . 可 证 明 pi 及 u, 是 连续 线性 映射 ， 
并 且 它 们 满足 关系 式 
pio ui = y, (F; 的 恒 等 映射 ); 
k (2.5.1) 
Y u, opi = 1 (F 的 恒 等 映 射 ). 


i=1 


命题 2.5.1， 采 用 上 列 记号 , 设 f : U 一 下 是 一 连续 映射 ,U 总 是 表示 巴 拿 赫 空 
fj E 中 的 一 个 开 集 . 要 使 得 f 在 点 a e U TH, 必须 而 且 只 须 对 于 每 个 i(1 < i < k), 
映射 有 二 piof:U — F, ES a Ti, 于 是 


k 
f'(a) = > uifi(a). (2.5.2) 
{=I 
证 明 是 容易 的 . 线性 映射 p; 及 wi 可 微 . 因此 如 果 f 可 微 , 复合 映射 p;o f 也 可 
微 (定理 2.2.1) 并 且 有 导出 映射 
fila) = pi o f'(a) € Z(E; Fi). 
相反 地 , 设 对 任何 整数 i(1 < i < k), fi 在 点 a 可 微 ; 由 (2.5.1) 中 第 二 个 关系 式 得 


k 


5 ea p o =s fi 


i=1 


k 
这 就 是 说 , f = Y u o fu 因此 (由 定理 2.2.1 及 命题 2.3.1) f 在 点 a 可 微 , 并 且 


?一 1 
k 
f'(a) = Y ui o fi (a). 
i=1 
证 完 . 


注意 ， 要 使 f: U 一 2(B;F) 连续 , 必须 而 且 只 须 对 于 每 个 i fi: U 一 
(E; F.) 连续 . 
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例 . 上 列 命题 特别 可 应 用 于 F = Rk (或 C*) 情形 ; 这 时 我 们 取 
F, =... = Fx = R (È = C). 
给 出 f : U 一 Rk 相当 于 给 出 k 个 数值 函数 fi: U — R (BẸ fi = pi ° f); 要 使 f 可 
微 , 必须 而 且 只 须 每 个 f; 可 微 , 于 是 fa) 是 线性 映射 E 一 Rk, CH k 个 分 量 是 
fi(a),.…. fk(a). 

应 用 . WAE 24 段 , 考虑 连续 双 线 性 映射 f: E, x E, — F; 另 一 方面 , 设 
u:U 一 Bi Ku: U — E, 是 两 个 连续 映射 . 给 出 f, 就 可 使 映射 及 o 在 它们 之 间 
“ 相 乘 ”; 确切 地 说 , 这 样 用 下 列 公 式 确定 了 o: U 一 F: 

utz) = flelz)olo) (2.5.3) 

命题 2.5.2. 用 上 面 的 记号 , 设 以 及 wv 在 点 a EU Ti; RA u 在 这 点 可 微 , 并 

BH w'(a) 由 下 式 确定 : 
wa) - h = f(u'(c) -h v(a)) + f(u(a),w' (a) h), (2.5.4) 
iX h eE. 


证 ， 由 命题 2.5.1, MA U 到 E, x E, 的 映射 z 一 (u(z),u(z)) 在 点 a 可 微 , 并 且 
它 的 导出 映射 是 线性 映射 


h — (ul(a):h,v (a) - h). 
nA, 映射 f: E, x Eo — F E E x E, 中 任 一 点 可 微 , 因为 它 是 连续 双 线 性 的 
(定理 2.4.3). (2.5.3) 所 确定 的 映射 w 是 复合 映射 

U s; 五 1 x E Ee F; 
因此 (定理 2.2.1) 它 在 点 a 可 微 , 并 且 它 的 导出 映射 等 于 若干 导出 映射 的 复合 映射 . 

解释 这 一 导出 映射 如 下 : 在 关系 式 (2.4.2) 中 , 必须 把 al 换 成 u(a), 把 a> 换 成 
v(a), 把 hi 换 成 w(a) - h, 把 ho 换 成 vi(a) h; 于 是 正好 得 到 要 证 明 的 关系 式 (2.5.4) 
的 右边 . 证 完 . 

FPR IE. Ú E = R, 即 设 u 及 o 是 一 个 数值 变量 z 的 映射 . 那么 我 们 知道 
u'(a) -h 就 是 hw (a)(w(a) € E, 与 纯 量 hh HIFR), u (a) -h WE h- v(a), w (a) -h 就 
是 h.w'(a). 于 是 令 h = 1, 由 关系 式 (2.5.4) 得 

w (a) = f(u (a),v(a)) + f(u(a), u (a)). (2.5.5) 


这 里 我 们 看 到 了 两 个 单数 值 变 量 的 映射 u 及 v 的 “ 积 ” 的 导出 映射 公式 : 例如 在 R 
中 取 值 的 两 个 映射 的 向 量 积 , 在 R" 中 取 值 的 两 个 映射 的 内 积 . 如 果 p, = E, = 4 是 
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巴 拿 赫 代数 (参看 1.7 Ez), f : Ax 4 一 4 是 这 代数 中 的 积 上 列 公式 可 以 应 用 . 这 
时 (2.5.5) 写成 
(uu) (a) = u/(a)u(a) + v(a)u (a). 

最 简单 的 情形 是 代数 4 为 纯 量 域 的 情形 , 这 时 我 们 又 得 到 了 对 两 个 数值 函数 的 积 求 
导数 的 常用 公式 . 
2.6. U 是 几 个 巴 拿 赫 空间 的 积 中 开 集 情形 

BHD E = Ei x… x En, 并 且 U J E PRE. W f : U 一 下 是 连续 映射. 对 
于 每 个 a = (a1,… ,an) € U, 考虑 由 下 式 所 确定 的 单 射 和 : E; — E 

XD (z;) = (al G¿_1, Zi, Qi+1 ,Qn). 

复合 映射 fo X 是 在 包含 wu € E, 的 开 集 (X) 1(U) c E, 中 确定 的 ; 这 一 映射 称 为 
在 点 a 的 第 i 个 偏 映射 . 


命题 2.6.1 及 定义 .用 上 面 的 记号 ,如 果 f 在 点 a 可 微 , 那么 对 于 每 个 整数 
i(1 < í < n), 偏 映 射 fo X 在 点 a, 可 微 . 把 这 一 偏 映射 在 点 a; 的 导出 映射 , 记 作 
fz. (a), 或 Əf/O=,(a), EK fl (a1, ,an), 或 8f/6zi(a1,… an); EÆ L (E; F) 中 的 
一 个 元 素 , 也 称 为 f 对 于 z, 的 偏 导 出 映射 . 而 且 还 有 ; 对 于 hi € Ei, ,hn € En, 


n 


f'(a) (hi, ha) = > fa, (a) hi. (2.6.1) 


1 
证 ， 把 由 下 式 确定 的 标准 单 射 记 作 wi : E, > E 
wi(zi) = (0 ,0,zi 0 ,0). 
wui 是 连续 线性 映射 . 显然 有 
Nm) = a + ui(zi — ai), M(a) = a; (2.6.2) 


由 此 得 : 对 于 任何 z, € E, 
如 果 在 点 a 可 微 , 那么 fo 入 在 点 a, 可 微 (定理 2.2.1), JEE (fo Xi) = f'(a)o ui. 
于 是 f: (a) FE, 并 且 恰 好 是 f'(a) o wi. 

关系 式 (2.6.1) 是 由 关系 式 
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导出 的 . 由 这 关系 式 推 得 
> Gla) ow) opi = f'(a), (2.6.4) 


i=1 
而 这 式 只 是 (2.6.1) 的 另 一 种 写法 . 


注意 .与 命题 2.5.1 所 述 情况 不 同 , 由 命题 2.6.1 不 能 断定 : 如 果 偏 导出 映射 
f: (a) 存在 , 那么 导出 映射 fla) 存在 . 在 第 3 节 中 将 讨论 这 一 问题 . 
现 设 f 在 U 中 任何 点 可 微 , 并 且 设 


F: U — @(E; F) 
是 导出 映射 . 那么 “ 偏 导出 ”映射 

Je pU sy Z (B; P) 
是 f' 与 线性 映射 

L (E; F) 一 Z(E; F) (2.6.5) 

的 复合 映射 ; (2.6.5) 把 任何 连续 线性 映射 y: E> F Ej gou: E, — FHRA: F 
KE, 这 是 由 下 列 关系 式 导 出 的 : 

fz, (a) = f'(a) o ui. (2.6.6) 
线性 映射 (2.6.5) 有 < 1 的 范 数 , 从 而 连续 . 因此 如 果 导 出 映射 六 连续, 映射 P 也 
连续 . 逆 命 题 也 是 正确 的 , 因为 关系 式 (2.6.4) 表明 : 映射 pr 等 于 一 些 复合 映射 


U =, Z(E; F) — Z(E; P) 


的 和 , 这 里 Z(E F) 一 (E; F) 是 线性 映射 , 它 把 2, € (E, F) 与 wop € 
总 之 得 : 


命题 2.6.2. 如 果 f # U 中 任何 点 可 微 , 那么 f E+ Cl 类 的 一 个 必要 与 充分 
条 件 是 : fl: U — Z(E F) 都 是 连续 映射 
2.7. 2.5 及 2.6 段 中 所 研究 情形 的 组 合 


同时 设 E= Ei x... x E, K F = F, x... x Fr. 设 忆 是 五 中 的 开 集 , 并 且 设 
f:U — F ÆA a= (a, ,an) EU 的 可 微 映射 那么 mr oj = fi (B pi: F> 
F, 是 投影 ) 都 在 点 a 可 微 , 从 而 有 偏 导 出 映射 Əfi/Əz;(a)(1 < í < m,1 < j < m). R 
们 有 

afi 


Ox; 


(a) € L (Ej; Fi), 
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并 且 本 
f'(a) = Y uio a= (a) ° q; (2.7.1) 


这 里 
q; : E — E; 是 标准 投影 ， 

l: : F, — F EEA. 
于 是 线性 映射 f(a) 是 由 (Əf,/0z;)(a) 所 构成 的 矩阵 决定 的 ; 这 是 m ÍT, n JWE 
阵 (i 是 行 的 指标 , 第 i 行 相应 于 空间 五 ;; 是 列 的 指标 , 第 j 列 相 应 于 空间 E). 可 
以 证 明 (作为 习题 ): 如 果 我 们 还 有 一 个 巴 拿 赫 空间 G = Gi x … x Gp 一 个 从 开 
集 V CG 到 UcEB 的 连续 映射 , 这 一 映射 在 点 be V 可 微 ， iH g(b) = a, 并 且 如 
果 把 复合 映射 fo9 :TY — FWE h, 那么 矩阵 [(3hi/Iy W] (这 里 yk 在 G, PÆ 
动 ,1 < k < p) 等 于 矩阵 (0g;/Əux)(b) 乘 以 矩阵 (0f;,/8z;)(a) 的 积 ; 换 句 话说 ， 


> Aoa oa Os (b). (2.7.2) 


AG J j We 


这 很 容易 从 复合 映射 求 导出 映射 的 定理 得 出 : 
h'(b) = f'(a) o g (b). 


以 上 所 述 特别 可 应 用 于 E = R”, F = Rm (Bj) E, = ... = E, = R,F. = --: = 

Fm = R) 情形 .这 时 (Əf,/6z;)(a) € R. 如果 还 有 G = R ( 即 G, = -:: = G, = 
R), (699;/6yk)(b) 也 是 纯 量 , 并 且 在 (2.7.2) 的 右边 , 记号 。 简 单 地 表示 纯 量 的 乘法 , 如 
同 在 元 素 为 纯 量 的 两 个 和 矩阵 的 经 典 乘积 中 一 样 . 


2.8. 最 后 的 注 记 : R 可 微 性 及 C 可 微 性 的 比较 


如 前 已 指出 , 上 述 理论 既 可 应 用 于 实 巴 拿 赫 空间 , 也 可 应 用 于 复 巴 拿 赫 空间 . 现 
比较 这 两 种 理论 . 

iz E É FERC 上 的 两 个 巴 拿 赫 空 间 ; 我 们 也 可 把 它们 看 作 域 RR 上 的 空间 . 
只 须 在 考虑 向 量 与 纯 量 的 积 时, 把 纯 量 限 于 实数 . 例如 C 是 C 上 的 一 维 向 量 空间 ; 
至 于 它 隐 含 的 实 结构 , 则 是 RR 上 的 二 维 向 量 空间 . 

BRE KR F&C EIERN, 现 设 U 是 E 中 的 开 集 , Fit f : U 一 下 是 
连续 映射 . 最 后 设 a e U. 可 以 考虑 f 的 两 个 性 质 : 

G) 对 于 C 上 的 e.v. 结构 , f 在 点 a 可 微 ; 

(ü) 对 于 R 上 的 e.v. 结构 , f 在 点 a 可 微 . 
在 第 一 种 情形 , 导出 映射 f(a) 是 连续 线性 映射 E — F, 这 里 “线性 ” 表示 C- 线性 . 
为 了 更 确切 , 把 从 五 到 下 的 连续 C- 线性 映射 所 构成 的 (完备 赋 范 ) 向 量 空间 记 作 
(E; F). 在 第 二 种 情形 , 导出 映射 fa) 是 连续 R- 线性 映射 E 一 F. 为 了 更 确 
UJ, EM E F F ER R- 线性 映射 所 构成 的 巴 拿 赫 空间 记 作 (E; F). 
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一 个 C- 线性 映射 更 加 是 R 线性 的 ; 因此 Z(E; F) c Z(E; F); 巴 拿 赫 空间 
(E; F) 是 Z(E; F) 的 一 个 子 空间 , 而 且 由 于 它 是 完备 的 , 它 是 一 个 闭 子 空间 . 

上 列 条 件 G) 表明 : 存在 着 必然 是 唯一 的 g e (E; F), 使 得 |f(z) — fla) — 
g(z 一 a)|| = olllz — all). 条件 Gi) 表明 : 存在 着 必然 是 唯一 的 ç e (E; F) 使 得 


f(z) — f(a) — g(x — a)|| = olllz — all). 


因此 显然 由 条 件 (i) 可 导出 条 件 Gi): 如 果 f 在 点 a 是 C— 可 微 的 , 那么 f 在 点 a 更 
加 是 R- TAH, 而 且 它 的 导出 映射 fa) 在 实数 意义 下 和 在 复数 意义 下 是 相同 的 . 
相反 地 , 设 f 在 点 a 是 R- 可 微 的 , 并 且 它 的 导出 映射 是 f'(a) c (E; F). 
要 使 了 在 点 a 是 C- 可 微 的 , 必须 而 且 只 须 fla) 属于 (E; F) 的 一 子 向 量 空间 
< (E; F). 
特别 讲述 C- 可 微 函 数论 属于 《数学 I》 课 程 的 部 分 内 容 @: 这 些 函 数 也 称 为 全 
ARR, 特别 要 研究 C 中 开 集 上 的 全 纯 函 数 . 


3. 有 限 增 量 定理 ; 应 用 


“有 限 增 量 ”这 一 名 词 可 用 历史 上 的 原因 来 解释 :“ 有 限 ” 增 量 概 念 是 与 “无 
小 ” 增 量 概念 相对 照 的 , 而 后 者 是 过 去 在 微分 学 中 研究 的 . 
3.1. 主要 定理 的 叙述 


定理 3.1.1， 设 a 及 b 是 民 中 满足 a<b 的 两 点 . 把 这 两 点 确定 的 闭 区 间 记 作 
[a, b]. 设 已 给 两 个 连续 映射 


Ar 


f :la,b] — F, g:[a,b] — R, 
这 里 F-AEFHZ. 设 1 及 g 在 开 区 间 Ja, b| 中 任何 点 可 微 , 并 且 
IF O| < g(z) 对 于 a<z<b. (3.1.1) 
那么 我 们 有 
|/(b) — f(a)|| < g(b) 一 9(a) (3.1.2) 
我 们 要 证 明 一 个 略为 强 一 点 的 定理 , 但 它 的 证 明 并 不 更 难 . 在 叙述 这 定理 前 , 必 
须 先 给 出 一 个 定义 . 
EX. HARSI f: [a,b] — F, FH ze [a,b[, 如 果 


aE 
lim —(f(z +h) — f(z) 
ORRE: 这 是 按 法 国 大 学 数学 专业 的 课程 设置 讲 的 . 有 关内 容 包含 在 我 国 数学 专业 《 复 变 函 
数 》 课 程 中 . 


.34 第 一 章 “ 巴 拿 赫 空间 中 的 微分 学 


存在 , 把 上 列 极 限 记 作 fi (a), 称 为 f 在 点 z 的 右 导 出 元 素 . 它 是 P 中 一 个 元 素 . 设 
z cja, b), 如 果 下 列 极 限 存在 , 同样 定义 f 在 点 z 的 左 导 出 元 素 : 
FE) = lim (f(z + h) = (2). 

要 使 f(z) 在 点 z ca, b 有 导出 元 素 f'(a), 必须 而 且 只 须 fil) 及 f¿(z) 存在 并 且 相 
等 : 这 是 显然 的 . 

定理 3.1.2. 定理 叙述 大 体 同 定理 3.1.1, 但 需 作 下 列 改 动 : 只 设 f4(z) 及 g4(7) 
在 任何 点 z eja,b[ 存在 , 并 且 把 不 等 式 (3.1.1) 换 成 

IFAI < gal) 对 于 a< z <)b. (3.1.1)a 


结论 是 同样 的 : 仍然 是 不 等 式 (3.1.2). 
这 样 我 们 减弱 了 定理 3.1.1 中 的 假设 , 而 结论 保持 不 变 . 因此 定理 3.1.2 比 定理 
3.1.1 强 . 


定理 3.1.2 的 证 给 出 一 数 s > 0. 要 证 明 对 于 任何 z e [a,b], 


(f(x) — f(a)|| < g(z) — g(a) + e(z — a) + €. (3.1.3) 
上 式 证 明 后 , 对 x = 应 用 它 , 然后 令 c 趋 近 于 0, 取 极 限 , 就 得 到 定理 叙述 中 的 不 等 
式 (3.1.2). 
设 对 于 某 些 x e [a,b], (3.1.3) 不 成 立 , 也 就 是 
f(x) — f(a)|| > g(x) — g(a) + e(z — a) + €. (3.1.4) 


设 这 些 r 所 构成 的 集 是 U. 我 们 要 证 明 U 是 空 集 . 我 们 已 知 U 是 开 集 : 事实 上 ,已 
设 f 及 g 连续 , 因此 不 等 式 (3.1.4) 的 两 边 都 是 z 的 连续 函数 . 然而 设 o 是 取 数 值 
的 连续 函数 , 满足 2(z) > 0 的 z 所 构成 的 集 是 开 集 . 因此 U 是 开 集 . 用 反 证 法 , 假 
Ë U 不 是 空 集 . 那么 U 应 有 下 确 界 co 于 是 考虑 下 列 三 种 情形 . 

(i) c > a; 事实 上 , 由 于 关系 式 (3.1.3) 两 边 连 续 , 对 于 充分 接近 a 的 任何 z, 这 
一 关系 式 成 立 ; 

(ii) c é U, 因为 U 是 开 集 : 假定 c 属于 U, 就 应 有 z 满足 < z < c K z € U, 
而 c 就 不 应 是 U 的 下 确 界 ; 

(iii) c < b, 否则 U 就 变 成 了 一 点 b, 从 而 不 可 能 是 开 集 . 

既然 a < c < b, 可 对 c 应 用 定理 中 的 假设 : 


TORTO (3.1.5) 
E AO 及 olo 定义 ,存在 着 一 个 闭 区 间 c < z < c + n (这 里 > 0), 在 其 中 有 
or |Ë 2; 
MOL O90 
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由 这 些 不 等 式 及 (3.1.5) 可 导出 
IF) — f(e)|| < g(x) — glc) + e(zx — c). (3.1.6) 

然而 我 们 已 看 到 c 2 U; 换 句 话说 , 我 们 有 

f(z) — f(a)|| < 9(c) — g(a) + e(c — a) + e. (3.1.7) 
由 不 等 式 (3.1.6) 及 (3.1.7) 得 

IF) = Fo < IFE) — f(o)|| + IIe) — Fall 
< g(x) — gla) + e(z — a) + €. 

ERX c< z < c+ n RE. 于 是 (3.1.3) 对 c <z < c+ n 成立. 但 任何 z< c + n WË 
É (3.1.3), 而 且 U 的 下 确 界 > c +n. 因而 得 一 矛盾 . 证 完 . 


注意 ， 在 定理 3.1.2 中 , 把 右 导出 元 素 换 成 左 导 出 元 素 , 就 可 得 到 一 个 类 似 的 定 
H. 为 此 , 要 把 r 换 成 ~z. 

补充 . 还 指出 比 定理 3.1.2 更 强 的 一 个 定理 . 

定理 3.1.3. 设 f : [a,b] > F Zg: [ab] > 民 是 两 个 连续 映射 设 对 任何 
z € [a,b], 可 能 除去 一 个 可 数 集 D 中 各 点 外 , fia) 及 g, (z) 存在 , 并 且 满 足 (3.1.1)a， 
那么 我 们 有 

|f(6) — f(a)l| < gb) — g(a). (3.1.2) 

对 证 明 的 提示 . 把 DD 中 的 点 排 成 一 个 序列 zl zz, 对 每 个 ze [a,b], 
用 N, 表示 满足 z, < z 的 整数 n > 0 所 构成 的 集 . 于 是 不 像 在 定理 3.1.2 中 那样 要 
证 明 (3.1.3), 而 是 要 证 明 


|/(z) — f(a)|| < g(z) — g(a) + £ [ >` >") +e(z—a)—+ e. 
nENz 

证 明 上 式 后 , S z = b, 并 且 令 < 趋 近 于 0. 
3.2. 主要 定理 的 特殊 情形 

在 定理 3.1.2 中 , 设 空 间 F 缩减 成 (0). 那么 假设 化 为 94(z) > 0, 并 且 结 论 变 成 
T g(b) > g(a). 因为 可 把 这 结果 应 用 到 [a, b] 中 任意 两 点 zi: 及 zz, 所 以 只 要 zi < zo, 
就 有 g(x2) > g(zi). 这 样 就 得 到 : 

R 3.2.1. wR g: [a,b] > R 连续 , 并 且 对 任何 z cla, b|, 有 右 导 数 g! (z) > 0, 
那么 g ÆR [a,b] 内 是 (广义 ) 增 函 数 . 


逆 命 题 是 明显 的 : 如 果 一 个 增 函 数 有 右 导 数 , 那么 右 导数 > 0. 


“36 第 一 章 ” 巴 拿 赫 空间 中 的 微分 学 


现 设 g(z) = kz ( 是 常数 > 0), 并 且 应 用 定理 3.1.2. 于 是 假设 (3.1.1)a 变 成 了 
1A(z) < k. 由 此 得 : 


系 3.2.2， 设 f: [中 一 下 是 连续 映射 (这 里 是 巴 拿 赫 空 间 ). 设 对 于 任何 

z Elja, bl, f 有 右 导 出 元 素 file), 并 且 设 

fa(z) < k (是 常数 > 0). 
那么 就 有 

|/(b) — f(a)|| < k(b — a), 

并 且 更 一 般 地 , 对 任何 zi,z2 € [a,b], 

|| f/(z2) — f(r) < k|z> — zıl. (3.2.1) 
3.3. 变量 在 巴 拿 赫 空 间 中 的 有 限 增 量 定理 


到 现在 为 止 , f 是 单 实 变 映射 . 现 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 的 一 个 开 集 , 并 且 设 
f: U 一 下 是 一 连续 映射 , 这 里 p 也 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 . 现 提 出 : 如 果 a K b E 
中 两 点 , 那么 考虑 E 中 所 有 形 如 


rz=(1-—t)a+tb (FP 0 <t<1) 


的 点 z 所 构成 的 集 , 并 且 把 它 称 为 端点 是 a 及 ， 的 线段 . 
命题 3.3.1. 如 果 f £ U 中 可 微 , 并 且 如 果 端 点 是 a Z b 的 线段 包含 在 U 内 ， 
那么 有 
|/(0) — f(a] < llb- all- sup If (1 — t)a + tb). (3.3.1) 
0<t<1 


证 ， 设 ht) = f- Da + tb). 这 是 上 的 一 个 可 微 映射 , 并 且 我 们 有 (参看 2.2 
段 关 于 复合 映射 的 导数 的 定理 ) 
h'(t) = f'((1 — tja + tb) : (b — a), 
由 此 得 
IRIS IIC — t)a + tb)|| b — all. 
应 用 系 3.2.2 (其 中 f 要 换 成 h): 就 得 到 (3.3.1). 证 完 . 


现 设 开 集 U Ehe, 即 对 U 中 任 一 对 点 (a,b), 端点 是 a K b 的 线段 包含 在 U 
内 . 于 是 由 命题 3.3.1 可 立即 导出 : 


定理 3.3.2， 设 U 是 一 个 巴 拿 赫 空间 E 中 的 西 开 集 , 并 且 设 f:U 一 下 是 在 
一 个 巴 拿 赫 空间 F 中 取 值 的 可 微 映 射 . 设 对 任何 z < U, 


IF Œ) < k. 
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那么 对 任何 Zi € U, 任何 za € U, 我 们 有 
f(z2) — f(z1)|| < k||z2 — zil (3.3.2) 


作为 定义 , 满足 (3.3.2) 的 映射 称 为 有 常数 k 的 李 普 希 茨 映 射 , 或 李 普 希 英 映 
射 (对 于 任意 两 个 度量 空间 及 它们 之 间 的 映射 , 也 可 作出 相应 定义 ). 


R 3.3.3. 在 上 面 的 假设 下 , k=0, 即 对 zeUjz)=0, R4 f EU 中 是 
=. 
现在 要 看 到 , 这 系 不 仅 在 U 是 串 集 时 成 立 , 而 且 更 一 般 地 当 它 是 连通 集 时 也 
成 立 . 
现 回 忆 一 下 . 设 X 是 拓扑 空间 ; 如 果 只 要 X 是 两 个 不 相交 开 集 的 并 集 , 一 个 开 
集 必然 是 空 集 ( 另 一 个 是 X), 那么 X 就 叫做 连通 的 . 


定理 3.3.4， 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 的 一 个 连通 开 集 , 设 f : U — F 是 在 一 
个 巴 拿 赫 空间 F 中 取 值 的 可 微 映射 如 果 导 出 映射 f'(z) 对 于 任何 x e U 为 零 , 那 


么 了 是 常量 . 


证 ， 设 a 是 U 中 任 一 点 ; U 包含 心 为 a 的 一 个 开 球 B; 这 个 球 是 凸 的 , 因此 由 
系 3.3.3, f 在 B 中 是 常量 . 于 是 f 在 U 内 局 部 常量 [按照 定义 , 已 给 在 拓扑 空间 上 
确定 的 映射 ; 如 果 这 映射 在 每 点 的 邻 域 中 是 常量 , 就 说 这 映射 在 已 给 空间 中 局 部 是 
常量 ]. 我 们 还 没有 用 到 定理 中 U 是 连通 的 这 一 假设 . 现在 要 用 到 它 : 为 此 , 证 明 一 
个 引 理 ， 


s|. 设 1 :XX 一 Y 是 从 非 空 拓扑 空间 x 到 可 分 拓扑 空间 y 的 一 个 连续 映 
射 . 如 果 /局 部 是 常量 , 并 且 如 果 X 是 连通 的 , 那么 f x 中 是 常量 . 


由 这 引 理 显然 可 导出 定理 3.3.4. 现在 证 明 这 引 理 : 设 b e Y; Ë f-1(b) 是 X 
中 的 闭 集 , 这 是 因为 /是 连续 的 , 并 且 集 (b) c Y 是 闭 集 (y 的 拓扑 是 可 分 的 ) 另 
一 方面 , fO) 是 开 集 , 这 是 因为 f 局 部 是 常量 .于 是 f-1(b) 同时 是 开 集 和 闭 集 ; 
因此 X 是 开 集 f-1(b) 和 它 的 余 集 的 并 集 , 而 这 一 余 集 也 是 开 集 . 因 已 设 X 是 连通 
的 , 广 :() 和 它 的 余 集中 有 一 个 是 X. 于 是 取 一 点 ac X, 并 且 选 取 b = f(a); 那么 
f (0) 不 是 空 集 , 从 而 f-1(b) = X, 这 样 就 证 明了 对 任何 ze X, f(z) = b. 

定理 3.3.4 给 出 的 结果 比 系 3.3.3 好 : 事实 上 , 任何 凸 开 集 是 连通 的 . 这 可 由 下 一 
命题 导出 , 这 命题 给 出 了 判断 U 是 否 连通 的 一 个 判别 法 : 

MA 3.3.5. 设 U 是 (@ R L) 赋 范 向 量 空间 中 的 一 个 开 集 ， 下 列 条 件 是 等 
价 的 : 

(a) U 是 连通 集 ; 

(b) U 中 任意 两 点 可 用 U 中 一 条 道路 联结 起 来 ; 

(c) U 中 任意 两 点 可 用 U 中 一 条 折线 联结 起 来 . 


党 
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在 证 明 前 , 必须 先 准确 定义 (b) 及 (c) 的 叙述 中 所 用 名 词 . 


定义 ， 在 一 个 拓扑 空间 X 中 , 从 闭 区 间 [0,1] c R 到 空间 X 的 连续 映射 称 为 
一 条 道路 ; 点 2(0) 称 为 道路 的 起 点 , 点 p(1) 称 为 终点 . 设 两 点 a K b 8 X; 如 果 存 
在 着 一 条 道路 y, 使 得 p(0) = a 及 ol) = b, 就 说 这 两 点 可 被 一 条 道路 联结 起 来 . 


定义 ， 在 域 有 RR 上 赋 范 向 量 空 间 E 中 的 一 个 集 4 中 , 一 条 折线 就 是 满足 下 列 条 
件 的 一 条 道路 o: [0, 1] — A: 在 线段 [0,1] 上 有 有 限 个 点 : 


to=0 <t <- <tn-1 < t. = 1 


使 得 在 每 个 闭 区 间 [t¿, ta 1] (0 < í < n— 1) 中 , 映射 p 是 一 个 线性 映射 及 一 个 常量 的 
和 (tati 通过 y 所 映射 出 的 像 是 向 量 空间 E 中 的 直线 段 ). 


命题 3.3.5 的 证 明 . 显然 (c)= (b). 现 依次 证 明 (b)= (a) 及 (a)= (c); 这 样 就 证 
明了 (a), (b), (c) 等 价 . 

(b)=(a) 的 证 明 [这 证 明 对 任何 拓扑 空间 都 适用 , 而 不 是 仅仅 适用 于 赋 范 e.v. 中 
的 开 集 ]: 设 (b) 是 正确 的 . 按 反 证 法 推理 , 假定 U 中 含 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 Uo 及 
i, 并且 U Æ Uo 及 U 的 并 集 . 取 一 点 zo € Uo, 一 点 z1 € Ui, 即 然 设 (b) 成 立 , 存 
在 着 一 条 道路 y: [0,1] 一 U, 使 得 (0) = zop() = z1. Æ g7 (Uo) 及 e 1(U,) 是 
线段 [0, 1] 上 的 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 , 而 它们 的 并 集 就 是 这 一 线段 . 于 是 线段 [0, 1] 
不 应 当 是 连通 的 . 这 是 错误 的 , 因为 一 般 拓扑 中 证 明了 数 轴 R 上 任何 线段 是 连通 的 . 

(a)=(c) 的 证 明 : 可 设 U 不 是 空 集 (否则 (a), (b) 及 (c) 成 立 是 平凡 的 ). 于 是 选 
取 zo € U, 并 且 设 U 中 点 可 用 上 U 中 的 折线 与 zo 联结 起 来 的 点 构成 集 V. 要 证 明 V 
同时 是 U 中 的 开 集 和 闭 集 . 由 此 可 得 : 如 果 U 是 连通 集 (假设 (a)), 那么 既然 V 不 
是 空 集 , 就 有 VV = U. 因此 (a)=> (c). 

V 是 U 中 的 开 集 : 设 a eV 是 一 条 折线 (在 U H) 的 终点 ， 

I 的 起 点 是 zo ( 见 图 ). 有 心 为 a, 64828 r > 0 的 一 个 球 B(a,7) 

包含 在 U N. 任何 点 z e Blar) 可 以 用 线段 与 a 联结 起 来 . 把 

折线 I 与 这 线段 MAAR, 我 们 得 到 一 条 在 U 中 的 折线 , € 

的 起 点 是 zo, 终点 是 z e Blar) [自然 要 调整 了 的 原 有 参数 , 例 x 

如 可 使 当 t 从 0 递增 到 > 时 , 可 描 出 T, i t 从 > 递增 到 1 时 

可 描 出 线段 larl]. 于 是 a 正好 有 一 邻 域 , 其 中 每 点 可 用 U 中 折线 与 zo 联结 起 来 . 
因此 V 是 开 集 . 

V E: U 中 的 闭 集 : 设 a e U 是 附 贴 于 V 的 点 , 要 证 明 a se V. 有 一 个 球 B(a,r) 
包含 在 U 内 ; 既然 a 附 贴 于 V, 就 存在 着 一 点 be Blar) QV. 由 于 De V, 这 一 点 
可 用 U 中 的 一 条 折线 与 zo 联结 起 来 ; NA a 可 用 U 中 的 一 条 线段 与 5 联结 起 来 ， 
从 而 有 一 条 在 U 中 的 折线 , 它 的 起 点 是 zo, 终点 是 a, 这 就 表明 了 a c V. 证 完 . 


于 是 命题 3.3.5 得 证 . 
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注意 ， 在 拓扑 空间 X 中 , 一 点 zo € X 的 连通 分 支 定 义 为 含 zo 的 最 大 连通 子 
集 (我 们 证 明 在 含 zo 的 连通 子 集中 , 有 一 个 包含 所 有 其 他 连通 子 集 )，X 的 那些 连 
通 子 集 形成 X 的 一 个 划分 . 在 这 里 , 对 于 赋 范 ev. 中 的 开 集 U, zo € U 的 连通 分 支 
V 是 这 样 的 点 构成 的 集 , 其 中 任 一 点 可 用 含 在 U 中 的 折线 与 zo 联结 起 来 , 正如 从 
命题 3.3.5 推 得 . 在 这 命题 证 明 中 最 后 部 分 , 实际 上 证 明了 V ERR. 于 是 如 果 U 
ERE ev. 中 的 一 个 开 集 , 那么 U 的 连通 分 支 都 是 开 集 . 


3.4. ”有限 增 量 定理 续 论 
É E 是 一 赋 范 e.v. 我 们 知道 起 点 a, 终点 b 的 线段 的 长 度 是 
d(a,b) = ||b — a|]. 
作为 定义 , 一 条 折线 的 长 度 是 组 成 这 折线 的 各 线段 长 度 之 和 ; 因此 这 长 度 至 少 等 于 从 
起 点 a 到 终点 ”的 距离 |b — all. 

EX. iW U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 一 个 连通 开 集 . 对 于 a 及 be U, 考虑 U 中 包 
含 的 起 点 Q、 终 点 b 的 所 有 折线 ; 把 这 些 折线 长 度 的 下 确 界 记 作 dyla, b). 因为 由 命 
题 3.3.5, 这 样 的 折线 存在 , 所 以 上 述 定义 是 合理 的 . 我 们 有 

du (a, b) = dy (b, a), 
du (a,c) < du (a, b) + du (b, c) 
(上 式 作为 习题 证 明 ). 换 句 话说, du (a, b) 是 拓扑 空间 U 中 的 一 个 距离 . 

习题 .证明 这 一 距离 在 UV 上 与 距离 lla 一 外 确定 同一 拓扑 . 为 此 , 请 注意 : 如 果 
给 出 a, HE b 与 a 充分 接近 , 就 有 dula, b) = |la — b|. 

命题 3.4.1， 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 一 个 连通 开 集 . 设 f:U — F Z # =£ 
赫 空 间 F 中 取 值 的 一 个 可 微 映 射 . 假定 对 任何 z e U, 

If (z)|| < k. 


那么 对 任何 zí 及 za € U, 我 们 有 ||f(z2) — f(z)1)|| < k: du (zi, z2). (把 这 里 的 叙述 与 
定理 3.3.2 的 叙述 比较 一 下 .) 命题 3.4.1 的 证 留 给 读者 作为 习题 . 
3.5. 习题 

(1) (WWE). 设 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 一 个 连通 开 集 ; 设 f: U — F 是 在 巴 拿 
赫 空间 F 中 取 值 的 一 个 可 微 映射 . 证 明 : 如 果 映 射 f: U — (E; F) 是 常量 , 那么 
f 是 一 个 常量 与 一 个 (连续 ) 线性 f ZE U 的 限制 之 和 . 

(2) x f 是 从 闭 区 间 [a, b] 到 巴 拿 赫 空间 F 中 的 一 个 连续 映射 . 令 g(z) = || (z). 
如 果 f 在 点 z € [a,b| 右 可 导 , 那么 g 在 这 点 也 右 可 导 , 并 且 


|ga (z)| < || fa (z): 
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(应 用 范 数 的 凸 性 , 以 及 本 章 末 习题 6.) 用 一 个 简单 的 例子 证 明 : f 可 导 时 , 9 不 必然 
可 导 . 

(3) 设 f EMARE [a,b] c R 到 巴 拿 赫 空间 F 中 的 一 个 连续 映射 , 并 且 在 任何 点 
z cja b| 有 右 导 出 映射 . 设 C 是 F 的 一 个 凸 闭 子 集 , 并 且 对 于 任何 z Eja, bf, f4(7x) € 


C. 证 明 
f(0) -fa) _ 


b—a 
[仿照 定理 3.1.2 的 证 明 中 步骤 , 作出 证 明 . 证 明 对 于 a<u<v<5b 及 任何 s > 0, 集 
是 空 集 ; C. 表示 F 的 元 素 中 满足 d(y,c) < s 的 y 所 构成 的 集 (可 证 明 Ce。 是 凸 闭 
集 ).] 
3.6. 有 限 增 量 定理 的 第 一 种 应 用 : 可 微 映射 序列 的 收敛 性 
定理 3.6.1. 8 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 一 个 凸 开 集 , 并 且 设 
所 :UV 一 了 (F: 巴 拿 赫 空间 ) 
是 一 可 微 映射 序列 . 作出 下 列 假设 : 

(i) 存在 着 一 点 a € U, 使 得 序列 fala) e F 有 极限 ; 

( 映射 fr : U > Z(E; F) 所 成 序列 在 UV 中 一 致 收敛 于 g: U — Z(E; F). 
那么 对 于 每 个 ze U, 序列 f(z) € F 有 极限 OCE f(x)); Æ U 的 每 个 有 界 子 集 上 ， 
序列 {所} 一 致 收敛 于 f; 最 后 , 极限 函数 f 是 可 微 的 , 并 且 它 的 导 函 数 f'(z) 就 是 
g(7). 

iF. 由 定理 3.3.2 ( 因 已 设 U 是 凸 集 , 所 以 可 以 应 用 这 定理 ), RITA 

|| (z) — fp(a) — (fa (z) — fa(a))|l < Ilx — all : sup IBA — fa. (3.6.1) 
由 假设 Gi), 4 p 及 q 无 限 增 大 时 ,上 式 右边 趋 近 于 0; 而 且 只 要 |e — a|| 有 界 , 即 z 
总 在 U 的 一 个 有 界 子 集 内 , 上 述 收敛 性 对 z 是 一 致 的 . 因此 当 p 一 oo,9 一 co B$, 
(3.6.1) 的 左边 趋 近 于 0, 而 且 当 z 总 在 U 中 一 个 有 界 子 集 内 时 , 这 一 收敛 性 是 一 致 
的 . 其 次 , 由 G), f(a) 一 f(a) 趋 近 于 0. 因此 在 U 中 任何 有 界 子 集 内 , | f,(z)— faa) 
对 于 z 一 致 趋 近 于 0. 设 f 是 极限 映射 ; U 中 每 点 有 一 有 界 邻 域 , 在 其 中 f 是 连续 
映射 f, 的 序列 的 一 致 极限 , 因此 f E U 中 每 点 的 邻 域内 连续 ; 这 简单 地 表明 了 f 
在 U 内 连续 . 还 要 证 明 f 可 微 , 并 且 fa) = g(x). 取 定 zo € U, 只 须 证 明 
If (£) — f(zo) — g(zo) : (z — zo)|| = olllzx — zo||)- (3.6.2) 


U, = (z € [u,v]; 


不 过 显然 有 
||/(z) — f(zo) — g(zo) : (z — zo)|| < IIF (£) — f(zo) — (fa(z) — fa(zo))|| 
+I|| fa (z) — fn(£0) — fr,(zo) : (z — zo)|| 
+||fA(z0): (z — zo) — g(x0): (z — xo)l|. (3-6.3) 
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给 出 e> 0. 可 以 加 大 (3.6.3) 右边 三 项 中 的 第 一 项 . 由 (3.6.1), RE p 及 n> no ( 依 
MF e 的 适当 整数 ), 就 有 
|Jo(z) — fo(zo) — (fn(2) — f..(zo))|| < ellz — zoll; 
因此 取 p 一 oo 时 的 极限 , 得 到 : 对 于 n > no, 
||/(z) — f(zo) — (fa (z£) — fa(zo))|| < ellz — zoll, (3.6.4) 
男 一 方面 , 取 极 限 得 : 对 于 n > no, 
lfa(z0) — 9(zo)|| < =, 
从 而 对 于 n > no, 
|f,(zo) ` (z — zo) — 9(zo) : (z — zo)|| < ellz — zoll- (3.6.5) 
于 是 对 于 n > no, (3.6.3) 右边 第 一 项 及 第 三 项 都 不 超过 ellz — zol. 然后 取 定 n ( 例 
如 取 n = no); 只 要 |z — zol < h 充分 小 , 由 导出 元 素 filo) 的 定义 本 身 , 就 得 到 
|fa(z) — fa (zo) — fr,(zo)(z — zo)|| < ellz — zoll; 
这 样 就 加 大 了 (3.6.3) 右边 的 第 二 项 . 总 计 , 由 (3.6.3) 得 到 : 只 要 |e — zo|| < h, 
If (z) — f (zo) — 9(zo) : (z — zo)|| < 3ellz — zoll. 
对 任何 c > 0, 存在 着 这 样 的 h > 0. 这 正好 表 出 了 (3.6.2). 
注意 .如 果 E= R, 定理 3.6.1 可 推广 到 右 导 数 . 
我 们 可 以 解除 定理 3.6.1 中 对 U 所 作 关 于 凸 性 的 假设 . 
定理 3.6.2， 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 一 个 连通 开 集 , 并 且 设 
fa:U>F (F. 巴 拿 赫 空间 ) 


是 一 可 微 映射 序列 . 作假 设 如 下 : 
(i) 存在 着 一 点 a € U, 序列 使 得 f (a) c F 有 极限 ; 
(i) 对 于 任何 zo € U, 存在 着 心 为 zo 的 一 个 球 , 在 其 中 序列 (F) 一 致 收敛 . 


那么 对 于 每 点 xz e U, 序列 falx) € F ARR ( 记 作 f(z)); U 中 任何 点 有 一 邻 域 , 在 其 
中 序列 {fr} 一 致 收敛 于 f; 最 后 , f 在 U 中 可 微 , 并 且 对 于 任何 Ze U, f'(z) = g(z). 

这 定理 是 从 定理 3.6.1 容易 作出 的 推论 . 详细 证 明 留 给 读者 作出 . 证 明 步 又 是 这 
样 的 : 1) U 中 使 得 {f(z)} 有 极限 的 所 有 点 构成 的 集 是 U 中 的 开 集 及 闭 集 (应 用 
定理 3.6.1); 2) 如 果 zo € U, 并 且 如 果 B(zo,7) 是 一 个 球 , 在 其 中 序列 (F) 一 致 收 
3, 那么 序列 {fn} 也 在 B(zo,r) 中 一 致 收敛 于 f (还 是 应 用 定理 3.6.1); 3) 再 把 定理 
3.6.1 应 用 于 U 中 适当 的 球 , 可 导出 fr(z) = gle). 
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3.7. 有 限 增 量 定理 的 第 二 种 应 用 : 偏 可 微 性 与 可 微 性 之 间 的 关系 


设 E, , B,, 耻 是 巴 拿 赫 空 间 , HE E = Er x…x En É U JE: EPR 
集 , 并 且 设 f :U 一 下 是 一 连续 映射 . 关于 偏 导 出 映射 , 请 参看 2.6 Ez. 


定理 3.7.1. 采用 前 面 的 记号 , 要 使 f AT Cl 类 , 必须 而 且 只 须 f 有 偏 导出 映 


of . 
BU > Z(Bi P) 


是 连续 的 (i 二 1,2,:… ,m). 

由 命题 2.6.1 及 2.6.2, 上 述 条 件 是 必要 的 . 只 须 证 明 这 条 件 是 充分 的 . 因此 假定 
对 任何 a c U, 偏 导出 映射 (8f/6zxi)(a) € Z(E;; F) 存在 , 并 且 映 射 9f /6zxi : U 一 
Z(E; F) 是 连续 的 . 要 证 明 f 属于 C1 类 . 先 要 证 明 : 对 任何 a, f'a) 存在 ( 即 了 在 点 
a 可 微 ): 证 明了 这 一 点 , 证 明 就 完了 , 因为 这 样 命题 2.6.2 表明 映射 f: U 一 Z(E; F) 
是 连续 的 . 

总 之 , 只 要 证 明 下 列 命题 : 

命题 3.7.2， 如 果 偏 导出 映射 (9f/8zi)j(z) 在 任何 点 z = (z1,… ,zxn) € U ff 
在 , 并 且 如 果 映 射 8f/8z, : U — (E; F) 在 点 a 是 连续 的 , 那么 上 在 点 a 可 微 . 


证 明 主 要 要 应 用 有 限 增 量 定理 . 要 证 明 


是 o(||z — all), BI o(|lz1 一 a 十 … 十 ||zn 一 an 由, 这 是 由 巴 拿 赫 空间 之 积 的 范 数 定义 . 
然而 我 们 有 明显 的 恒等式 


2 一 和 (oi a) 
i=1 ' 


+f (ar, zz , Zn) z Jai a2, , Tn) = SL ia) ; (x2 = az) 


十 .十 ja ;ani 2n) — f (a1, ,an-1, an) — => (a): (En — an). 
因此 只 须 证 明 : 给 出 £ > 0, 存在 着 7 > 0, 使 得 由 不 等 式 


z1 — aill <7 lEn — anll < n (3-7.1) 
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可 导出 
əf 
OEE ;Tn) 一 f (a1, £2, ,Tn) 一 ga (a): (zi = an) < ellz1 — ail]. 
[fensa 2n) = f(an a21": 2n) — ĈE (a) - (zz —ao)| < ellez — aal, 
T2 


se 


< ellzn — anll- 

(3.7.2) 
例如 , 已 给 e, 证 明 可 选取 n > 0, 使 得 由 (3.7.1) 可 导出 (3.7.2) 中 第 一 个 不 等 式 ; 其 
它 不 等 式 可 类 似 地 作出 证 明 . 这 样 考察 (3.7.2) 中 n 个 不 等 式 , 对 每 一 个 选取 一 个 n, 
然后 找 出 对 (3.7.2) 中 n 个 不 等 式 都 适用 的 (最 小 的 ) n. 考察 (3.7.2) 中 第 一 个 不 等 
式 的 左边 . 设 &1 是 一 变量 (空间 E, 中 与 a, 充分 接近 的 元 素 ); 令 


f(a, san-1:2n) = flans: an1, 0n) — 2E (0) (wn — an) 


IE) = Jo 一 这 四 :人 -on 


我 们 要 加 大 llg(z1) — gla). 而 由 假设 , g 有 导出 映射 , 即 


9 (&1) = asa sin) se ŽL lar ` , Qn ). 


Ñ (9f/8z1)(z) 是 z 的 映射 ,并且 在 点 a 连续 (由 假设 !), 所 以 存在 着 p > 0, 使 得 由 
不 等 式 (3.7.1) 可 导出 


< €. 


ð ð 
[E enea: i Tn) aa L lar, az, a , Qn) 


Oz 
如 果 上 式 成 立 , 并 且 如 果 & = (1 — tja + tz 是 起 点 为 a, 、 终 点 为 zi 的 线段 (在 向 
量 空间 E, 内 ) 上 一 点 , 我 们 也 有 


ð ð 
u ao. EE ioris ,Qn) < g, 


Ox1 xı 
因为 lé 一 ail| < zi -al < n. 由 命题 3.3.1, 于 是 得 到 


||g(z1) — g(a )|| < ellzı — aill. 
这 恰好 是 我 们 要 证 明 的 . 命题 3.7.2 得 证 . 
注意 ， 特别 是 当 E = R,... , E, = R, 从 而 E = R" 时 , 可 应 用 命题 3.7.2 RE 
JE 3.7.1. 这 时 Əf/8x, 是 一 些 映 射 U — F. 
3.8. 有 限 增 量 定理 的 第 三 种 应 用 : 严格 可 微 映射 概念 


在 下 面 , U 表示 巴 拿 赫 空间 E 中 的 一 个 开 集 , F 表示 一 个 巴 拿 赫 空间 ; 考虑 从 
U F) F 的 一 些 映射 . 
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定义 ， 设 有 f :U 一 F. 如 果 下 列 条 件 成 立 : 
(i) f(a) = 0,a € U; 
(ii) 对 于 任何 £ > 0, 存在 着 r > 0, 使 得 在 球 lz —a|| < r E, f 是 e- FERR 
的 ， 
那么 就 说 f 在 点 a 与 零 严格 相 切 . 


如 果 定 义 中 条 件 成 立 , 那么 特别 对 于 |e- all < r, 
IDI = ||/(z) — f(a)|l < ellz ~ all, 


从 而 f 在 点 a 5 38481. (参看 2.1 段 中 所 给 定义 .) 于 是 从 “f 与 零 严 格 相 切 ” 可 时 
H “f 与 零 相 切 ”, 这 表明 这 里 采用 的 名 词 是 合适 的 . 


EX. RA f: U F K f : U — F. WR fr — fz fEsA a € U 与 O 严格 相 
切 , 就 说 f. 与 fo 在 点 a 严格 相 切 . 证 明 (作为 习题 !) 这 样 就 得 到 映射 U 一 F 之 间 
的 一 种 等 价 关系 . 


定义 ， 设 有 f :U 一 F. 如 果 有 一 连续 线性 映射 g: E — F, 使 得 映射 
ze f(z) — fla) 5 z g(z —a) 
在 点 a 严格 相 切 , 就 说 f 在 点 a 严格 可 微 . 


如 果 定 义 中 条 件 成 立 , 上 列 两 映射 更 是 相 切 ; 因此 f 在 点 a 可 微 , 并 且 9 等 于 
导出 映射 f(a) 于 是 : 

要 使 f 在 点 a 严格 可 微 , 必须 而 且 只 须 f 在 点 a 可 微 , 并 且 对 任何 £ > 0, 存在 
着 r > 0, 使 得 映射 


z> f(z)— f(a) — f'(a) - (z — a) = 9(7) 
ERR lz -all < r 上 是 c- 李 普 希 茨 的 . 说 明 : 这 表明 
| f(z)— f(y) = f'(a): (£ — y) + ||z — yll: Yz, y), 


其 中 lim |y(z,y)l| = 0. 


en 


(3.8.1) 


定理 3.8.1. wX f:U — F £ U 内 可 微 ,并且 如 果 映 射 J//:U — @(E; F) # 
点 a 连续 , 那么 f 在 点 a 严格 可 微 . 


严格 可 微 性 的 这 一 判别 法 可 用 有 限 增 量 定理 证 明 . 事实 上 , 令 
g(z) = f(z) — f(a) — f'(a) : (z — a). 
g 可 微 , 并 且 我 们 有 
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因此 由 假设 ， lim g'(z) = 0. 已 给 = > 0, 存在 着 r > 0, 使 得 对 于 ||z — all < r, 
|g'(z)|| < €. 


由 有 限 增 量 定理 (采用 定理 3.3.2 的 形式 ), 我 们 推断 出 : 在 球 |z 一 al| < r E, g Æ e- 
李 普 希 获 的 . 证 完 . 


4. C! 类 映射 的 局 部 反 演 . 隐 映 射 定理 


4.1. C! 类 的 微分 同 胚 

EX. KER P EMTE 3 Ej, V 是 E 中 一 个 开 集 , W 是 pP 中 一 个 开 
集 . RKA f: V 一 W, 如 果 f 是 一 个 C1 类 的 双 射 (f 看 作 从 V 到 的 映射 ), 并 且 
如 果 逆 映射 g = ft: W 一 V 还 是 属于 C1 类 (看 作 从 W #l| E 的 映射 ), 那么 就 说 
f 是 一 个 C1 类 的 微分 同 及 (或 一 个 C1 微分 同 胚 )， 

不 要 犯 的 错误 : 一 个 C1 类 映射 f :V — W 可 能 是 一 个 同 胚 , 而 不 是 一 个 C1 类 
微分 同 胚 ; 换 句 话说 , RE f-1 : W — V 不 一 定 属于 C 类 . 例如 单 实 变量 z 的 
函数 : 

g= fa) 


确定 从 R 到 民 上 的 一 个 同 胚 ; 它 属 于 C1 类 , 可 是 逆 映 射 
z = y? = g(y) 

在 原点 不 可 微 ; 事实 上 , 导 函 数 fr(z) 是 3z2, CE z = 0 时 为 零 ; 如 果 g (0) 要 是 存 
在 , 就 会 有 g'(0)f'(0) = 1 (复合 映射 的 导出 映射 ), 这 是 荒 廖 的 . 一 般 地 有 : 

命题 4.1.1， 设 让: 站 一 页 是 一 个 C1 类 的 同 胚 (V 表示 巴 拿 赫 空间 E 中 的 一 
个 开 集 , W 表示 巴 拿 赫 空 间 F 中 的 一 个 开 集 ). 要 使 f 是 一 个 C1 类 微分 同 胚 , 必须 
而 且 只 须 对 于 任何 Ze V, f'(z) 属于 Isom(E; F). 

先 证 明 一 个 引 理 : 

引 理 ， 设 f: V — W E— F] 8; 假定 f 在 一 点 a eV 可 微 . 要 使 9 = f-1 在 
点 b= f(a) e W 可 微 , 必须 而 且 只 须 f'(a) € Isom(E; F), 并 且 这 时 

g'(b) = (f'(a)) '. 

条 件 是 必要 的 ; 因为 如 果 9 在 点 5 可 微 , 那么 由 关于 复合 映射 的 导出 映射 的 定 

理 , 就 可 得 到 
g(b)of'(a)= lz, f'(a)og'(b)= 1r. 
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这 样 就 证 明了 f(a) EA E R 上 的 一 个 同 构 , 并 且 g) 是 逆 同 构 . 现在 证 明 条 
件 是 充分 的 : 假定 f'(a) € Isom(E; F), 要 证 明 ç ÆA b 可 微 . 既然 f 在 点 a 可 微 , 对 
于 接近 a 的 z, 令 y= fle), 就 有 
y -b= f'(a): (z — a) + ||z — a|| - v(x— a), (4.1.1) 
而 且 
lim lz — a) = 0. 
对 (4.1.1) 两 边 作 线性 变换 (f'(a)) 1: 
z—a=(f'(a)) (u — b) — ||z —a||(f'(a)) 1 - p(z — a); (4.1.2) 
于 是 回 到 证 明 
|z —a||(f'(a)) + p(z — a) = o(lly — bll). 
为 了 简化 起 见 , 令 
(F'(a))™? : p(z — a) = (z — a). 
既然 (f'(a)) 是 从 下 到 万 的 一 个 连续 线性 映射 , 当 z 趋 近 于 aff, yle- a) 趋 近 
于 0. 由 关系 式 (4.1.2) 得 
ICZ (a) - (y — b)|| > |ie — a||(1 — ly — a)l), 
从 而 (只 要 |e- all 充分 小 , 以 致 |w(z — a)|| < 1), 


/ —1 
Je- al < Iy- ol: ERL. 
由 此 得 
le = ali- We = a) < ly = o (ia) Ia 
= (| — b|). 
证 完 
证 明了 这 引 理 后 , 再 来 证 明 命题 41.1. 命题 所 叙述 的 条 件 显 然 是 必要 的 . 反 过 


来 , 如 果 对 于 任何 z e V,f'(z) € Isom(E; F), 由 引 理 得 : 在 任何 点 y e Wg 可 微 ， 
并 且 

g'(u) = (f'(g(u))) `. (4.1.3) 
还 只 须 证 明 ç 属于 C1 类 , 这 就 是 说 , 映射 

g: W — @(F; E) 


连续 . 然而 (4.1.3) 表明 这 一 映射 是 下 列 三 个 映射 的 复合 : 
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1) A W F) V 的 映射 y 一 9(g): 它 是 连续 的 , 由 于 f E|); 
2) M V 到 Isom(E; F) 的 映射 > 一 了 (x): 它 是 连续 的 , 由 于 已 设 /属于 C1 类 ; 
3) 从 Isom(E; F) 到 Z (F; E) 的 映射 u wu-!1: 它 也 是 连续 的 (定理 1.7.3). 
这 样 就 完成 了 证 明 . 
4.2. 局 部 反 演 定理 


直到 现在 为 止 , BET f: V 一 W 是 一 同 胚 . 现在 要 去 掉 这 一 假设 . 基本 定理 
如 下 : 


定理 4.2.1. 设 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 一 个 开 集 , 并 且 f:U 一 政 是 一 个 C1 
类 的 映射 (已 是 一 个 巴 拿 赫 空间 ). 假定 在 一 点 a 8 U, 我们 有 


f'(a) € Isom(E; F). 


那么 存在 着 a 的 一 个 开 邻 域 V(V c U) AZ b = f(a) 的 一 个 开 邻 域 W, 使 得 有 是 
从 允 到 全 上 的 微分 同 胚 . 


证 明 这 定理 要 一 些 时 间 (看 以 下 4.3, 4.4 及 4.5 Ez). 在 证 明 这 定理 前 , 先 从 它 导 
出 一 个 : 

系 4.2.2. 要 使 Cl 类 的 f:U 一 下 是 从 U 到 碾 的 一 个 开 集 上 的 C1 微分 同 
胚 , 必须 而 且 只 须 

(i) f 是 单 射 ; 

(ü) 对 于 任何 z € U, f'(x) € Isom(E; F). 


系 的 证 明 . 上 述 两 条 件 显然 是 必要 的 . 反 过 来 说 , 假定 它们 成 立 ; 由 条 件 (i 可 
导出 f :U 一 了 是 一 开 映 射 ( 即 对 于 任何 开 集 Vc U, 像 f(V) 是 F 中 的 开 集 ); 事 
XE, 这 可 由 定理 4.2.1 得 到 , 这 定理 表明 : 如 果 ae U, 那么 a 的 任何 开 邻 域 通过 f 
得 出 的 像 包 含 f(a) 的 一 个 开 邻 域 . 特别 , f(U) 是 F PRR. 如 果 我 们 证 明了 f 是 
M U R (V0) 上 的 一 个 同 胚 , 那么 由 命题 4.1.1 可 知 : f JA U 到 f(U) 上 的 一 个 微 
SEE, 而 由 (i), f ÆA U 到 f(U) 上 的 一 个 双 射 ; 这 个 双 射 同时 是 连续 映射 和 开 映 
射 ; 由 于 f 是 开 上 映射 , 9 = f 1 : f(U) 一 UV 是 连续 映射 , 从 而 f 正好 是 从 U 到 f(U) 
上 的 一 个 同 胚 . 证 完 . 

4.3. 局 部 反 演 定理 的 证 明 : 第 一 步 化 简 

我 们 在 定理 4.2.1 (问题 是 要 证 明 这 一 定理 ) 的 假设 下 进行 讨论 . 由 于 f 属于 C1 
类 , f 在 点 a 严格 可 微 (参看 定理 3.8.1). 现 暂 承认 下 列 命题 : 

命题 4.3.1. 设 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 开 集 , 并 且 设 f: U 一 下 是 连续 映射 
(已 是 巴 拿 赫 空间 ). 假定 f 在 点 a 严格 可 微 , 并 且 f'(a) € Iom(E; F). 那么 存在 着 
点 a 的 一 个 开 邻 域 VV' C U) AA b= fla) 的 一 个 开 邻 域 W, 使 得 f 是 从 V' 到 
W' 上 的 一 个 同 胚 . 而 且 北 同 胚 在 点 f(a) 严格 可 微 . 
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承认 了 这 一 命题 , 可 见 在 定理 4.2.1 的 假设 下 , 对 于 任何 z e V', f'a) 存在 ; 而 且 
存在 着 a 的 一 个 开 邻 域 V(V c V'), 使 得 f'(x) e Isom(E; F); 这 是 因为 Isom(E; F) 
是 Z(E; F) 中 的 开 集 (参看 定理 1.7.3), 它 通过 连续 映射 f Wi E. V' 中 的 一 个 
开 集 , 其 中 包含 a. 设 W = f(V);W 是 W! 中 的 开 集 , 这 是 因为 f 是 从 V' 到 W E 
的 一 个 同 胚 (根据 我 们 暂时 承认 的 命题 4.3.1); 而 且 f 是 从 V 到 W 上 的 一 个 同 胚 . 
这 时 我 们 是 在 应 用 命题 4.1.1 的 条 件 下 , 由 这 命题 可 见 f 是 从 了 到 W 上 的 一 个 Ci 
微分 同 胚 . 于 是 在 认可 命题 4.3.1 时 , 证 明了 定理 4.2.1. 

4.4. 命题 4.3.1 的 证 明 

我 们 在 命题 4.3.1 的 假设 下 进行 讨论 . 连续 线性 映射 (f'(a)) 1 把 F 映射 到 g 

上 : 考虑 复合 映射 

f=(f(a0)) o f: U — E 

(CH U ZÉ E rF—-JF£). 容易 证 明 : fi 在 点 a € U 是 严格 可 微 的 , 并 且 fila) = 15 
JA: 证 明 这 一 结果 ]. 既然 f, 是 严格 可 微 的 , 对 于 每 个 大 > 0, 可 找到 一 个 + > 0, 使 
得 映射 + — z— filz) = y(x) 在 球 le-a <r HPE k- 李 普 希 茨 的 . 一 旦 选取 了 k, 
使 得 0 < k < 1, 就 决定 了 一 个 r > 0. 因此 在 球 lz - a|| < r 中 , 映射 y 是 压缩 的 ， 
于 是 可 以 应 用 “数学 一 ”课程 2 中 所 讲述 的 逐步 逼近 理论 . 下 面 要 确切 提出 (并 证 明 ) 
这 里 需要 的 结果 , 由 这 结果 可 导出 : 存在 着 a 的 一 个 开 邻 域 V (包含 在 球 ||z —al| < r 
中 ), 使 得 f, 是 从 站 到 六 = fila) 的 一 个 开 邻 域 W, 上 的 一 个 同 胚 . 由 于 f'(a) 是 从 
E 到 F EñJ— F], 可 以 看 出 


f = f(a) ° fi 
ÆA V 到 W (Wi 通过 f'(a) 变换 而 得 ) 的 一 个 同 胚 ,W 是 F PE b= f(a) 的 一 个 
开 集 . 因此 命题 4.3.1 得 证 (只 是 上 述 V 及 W 在 证 明 中 称 为 V 及 W). 
以 下 是 已 承认 的 准确 结果 , 由 它 可 导出 命题 4.3.1: 
定理 4.4.1. iZ B(a,7) 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 开 球 lz — a|| < r, 并 且 设 
f: B(a,r) — E 
是 一 连续 映射 , 使 得 映射 
z > z — f (z) = p(z) 
是 压缩 的 (也 就 是 k- FÉR, 其 中 上 < 1). 设 f(a) = b. 那么 存在 着 含 a、 并 
HEEE Blar) 内 的 一 个 开 集 V, 使 得 f 是 从 V 到 开 球 B(b, (1 一 k)r) 上 的 一 个 同 
RE; 而 且 逆 映射 
g= f ` : B(b,(1 — k)r) > B(a,r) 
是 [1/(1 — k)] = 李 普 希 茨 的 . 
@ 译 者 注 : 法 国 数学 专业 课程 , 数学 分 析 是 它 的 一 部 分 . 
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4.5. 定理 4.4.1 的 证 了 明 
Ë z K z' 8 B(a,r); 我 们 有 


从 而 
IFE) — FENI 2 læ- z'|| — llel) — elal; 
考虑 到 o 是 k- FERRA, 由 此 得 
Morri o ea a= b): |a — z'll. (4.5.1) 

引 理 . 对 于 任何 y € B(b,(1- k)r), 存在 着 一 个 并 且 只 有 一 个 z Æ B(a,r) 内 ， 
并 满足 f(x) = y. 

唯一 性 的 证 明 : 如 果 有 f(x) = fN, 不等式 (4.5.1) 表明 z = r. 

存在 性 的 证 明 : 用 逐步 逼近 法 作出 所 求 的 z. 就 ” 递 推 作 出 点 列 


sh. zı =y + (zo), , 


(4.5.2) 
Zn+l = Y + P(Tn) >. 


要 使 这 样 逐 步 确定 是 合理 的 , 必须 逐步 保证 >, € B(a,r), 这 样 才能 确定 zayi, 因为 
yp 是 在 B(a,r) 中 确定 的 . 确切 地 说 , 要 就 n 递 推 证 明 
len = a < yl (4.5.3) 
因为 由 假设 , ly — b| < 0 — k)r. 于 是 正好 有 ||z, — a|| < r. 对 于 n= 1, RITA 
zı —a=+ (a) -a=y— (a) = - b. 


因此 对 于 n = 1, (4.5.3) 成 立 . 假定 对 于 n(n > 1), (4.5.3) 成 立 , 要 证 明 对 于 n+ 十 1 也 
是 这 样 ; 由 (4.5.2), 我 们 有 


Tntl — Tn = (Tn) — @(Zn+1), 
从 而 
[ent — nll < klen — £n-1 || 
并 且 因 此 (由 递 推 得 ) 
jzn+1 一 Za < k''||zi — all = k” lly — b| (4.5.4) 
由 这 一 不 等 式 及 (4.5.3), 可 得 


ent — all < len — all + lent — Zx| 


1-— k" 1— kn+1 
< 一 -一 十 nl: == Ra 一 b ; 
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这 样 就 证 了 (4.5.3), 但 是 n ET n+1. 现在 (4.5.4) 证 明了 一 般 项 是 tnp — z. 的 
级 数 正规 收敛 , 因此 序列 (zn) 是 柯 西 序列 . 设 z 是 这 序列 的 极限 ; 在 (4.5.3) 中 取 极 
限 , 得 到 
læ — all < lu —b|| < r, 
在 (4.5.2) 中 取 极 限 , 得 到 
z = + g(x), 

即 y = f(z). 于 是 引 理 得 证 . 

现 引进 一 个 记号 : 对 于 ye B(b,(1— k)r), 把 满足 f(z) = y 的 唯一 的 ze B(a,r) 
记 作 gly). 这 样 就 确定 了 一 个 映射 


g: B(b,(1 — k)r) — B(a,r) 
不 等 式 (4.5.1) 表明 : WR y 及 y 是 BO (1 — k)r) 中 两 点 , 我 们 有 
lo 的 -gs ly -vll 
因此 映射 g 是 [1/(1 -| 一 李 普 希 茨 的 ; 特别 , 9 是 连续 的 . 设 V c Blar) 是 映射 g 
的 像 . 我 们 有 
V = f '(B(b,(1 — k)r), 
即 一 个 开 集 的 逆 像 ; 由 于 f 是 连续 的 , V 是 B(a,7) 中 的 开 集 , 因而 是 E 中 的 开 集 . 
显然 映射 f: V 一 B(b,(1 — k)r) 及 
g: B(b, (1 — k)r) > V 

都 是 双 射 , 而 且 互 为 逆 映 射 ; 又 由 于 它们 是 连续 的 , 它们 都 是 同 胚 . 

于 是 定理 4.4.1 得 证 . 同时 局 部 反 演 定理 (定理 4.2.1) 的 证 明 也 完成 了 , 因为 我 
们 已 把 这 定理 的 证 明 化 为 命题 4.3.1 的 证 明 , 而 命题 4.3.1 的 证 明 又 化 为 定理 4.4.1 
的 证 明 . 
4.6. 有限 维 情形 下 的 局 部 反 演 定理 

在 定理 4.2.1 中 , 设 f'(a) 是 一 线性 同 构 一 F. 因此 在 定理 的 假设 中 , 就 蕴含 
着 巴 拿 赫 空间 E X F 是 同 构 的 . `4 E X FEAREN, 就 蕴含 着 它们 有 相同 的 维 
数 . 因此 考虑 E = R", F = R" 情形 . 映射 f: U FEBRE U 中 ”个 实 变量 的 
n 个 数值 函数 所 确定 : 

J Gss , Tn) (1 <; < n). 

假定 这 些 了 水 数 属于 C1 类 . 线性 映射 f'(a) e (R", Rn) 是 由 偏 导数 


ðf: 
S (a1, an) 


J 
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的 矩阵 确定 的 〈《; 是 行 的 指标 , ; 是 列 的 指标 ). 所 谓 f'(a) e Isom(R", R”) 等 价 于 说 这 
一 矩阵 的 行列 式 Z 0. 这 行列 式 常 记 作 

lfi ,fn) 

Alene Ioa an) 
涉及 的 是 这 行列 式 在 点 a = (a1, ,an) 的 值 ], 我 们 称 它 为 变换 f 在 点 a 的 雅 可 比 
行列 式 . 

局 部 反 演 定理 说 , 如 果 在 点 a, 这 一 雅 可 比 行列 式 z 0, 那么 存在 着 含有 a 并 包 

RE U 中 的 一 个 开 集 V, URE b= fla) 的 一 个 开 集 W, 使 得 ff 是 从 V 到 W E 
的 一 个 C? 微分 同 胚 . A g 由 W P n 4 C1 类 函数 g;(y1,… ,yn) 所 确定 . 


4.7. 隐 映 射 定理 


考虑 下 述 情形 : E, F,G 表示 三 个 巴 拿 赫 空间 , U 是 E x F 中 的 一 个 开 集 , 并 
且 f :UV 一 G 是 C1 类 的 一 个 映射 ; 因此 f 是 一 个 两 变量 的 映射 f(z,y), 其 中 
z€ E,y EF, 一 对 变量 (x,y) AE U IN. 

iZ (a,b) 是 U 中 一 点 , 并 设 


Jf(a,b) = 0. 
现 要 研究 方程 
jz,y) = 0 
的 “充分 接近 于 ”(a,b) 的 解 . 为 此 , 作假 设 如 下 : 
(H) 偏 导 出 映射 fr(a,b) e Z(F;G) ŽA F #J G 上 的 同 构 . 


定理 4.7.1. ( 隐 映 射 定理 ) 在 上 述 假设 下 , 在 Ex F P, 存在 着 点 (a,b) 的 一 
个 开 邻 域 V 包含 在 U 内 , Æ E F, BEK a 的 一 个 开 邻 域 W, 并 且 存 在 着 一 个 Cl 
类 的 映射 


g: W > F 
具有 下 列 性 质 : 关系 式 
(x,y) €V, 并且 f(x,y)=0 (A.7.1) 
等 价 于 关系 式 
ZE 全 并 且 y= g(z). (4.7.2) 


FE. E (a,b) 的 邻 域 V 中 , 方程 f(x,y) = 0 的 解 由 (4.7.2) 给 出 ; 换 句 话说 ， 
£ V 中 ,方程 f(z,y) = 0 H y = g(z) 解 出 , 其 中 9g 在 W 中 属于 Cl 类. 


注意 .既然 由 假设 有 
(a,b)eV 以 及 fla,b)=0, 
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并 且 既 然 a 8 W, (4.7.1) 及 (4.7.2) 的 等 价 性 表明 有 gla) = b. 
定理 4.7.1 的 证 明 . 我 们 要 回 到 局 部 反 演 定理 (定理 4.2.1). 为 此 , 考虑 由 
filz, y) m (x, f(x,y)), (z € E,y € F) (4.7.3) 


所 确定 的 映射 
fi: U — E x G. 


五 在 U 中 属于 Cl 类 , 因为 它 的 两 个 分 量 z 及 fley) 在 U 中 属于 Cl 类 . 它 的 导 
出 映射 由 和 矩阵 

a pb 

Y Ó 


所 确定 , 其 中 a € Z(E; E),8 € @(F; E), y € Z(E; G),ó e @(F;G). 事实 上 , 计算 
f. 的 偏 导出 映射 表明 : 


a=1g, ĝ=0, 
y= fs(a,b), 6= f,(a,b) 
于 是 fi(a) EM E x F F| E x G 的 线性 映射 
(h, k) — (h,fl(a,b). h + f! (a,b) - k). (4.7.4) 
由 于 f;(a,b) € Isom(E; F), 显然 (4.7.4) 是 一 同 构 E x F — E x G, CRYE 
MR ER (A Se e: 


因此 在 点 (a,b) € U 的 邻 域内 , 能 对 f, 应 用 局 部 反 演 定理 . 我 们 得 到 : 

£ E x F 内 , 存在 着 (a,b) 的 一 个 开 邻 域 V, 它 包 含 在 U 内 ; 而 在 E x G 内 ， 
存在 着 (a,0) = fila, b) 的 一 个 开 邻 域 Wi, 使 得 f, EMAV 到 W 上 的 一 个 C1 微分 
同 胚 . 

设 g 是 逆 微 分 同 胚 : 它 有 下 列 形式 : 


g1(7, z) (z, g(x, z)), 其 中 z € E,z € G, 
且 满 足 (x,z) € Wi. 这 样 确定 了 一 个 C1 类 函数 
g : W. >F. 


由 于 f, 及 g 是 两 个 互 逆 的 同 胚 , 可 见 下 列 两 条 件 等 价 : 
TE sp ns 
(ii) (z,z) € W1, 并且 g(z, z) = y. 

在 这 些 关 系 式 中 , $ z = 0; 条 件 ( 就 变 成 (4.7.1); 再 看 条 件 (ü) 变 成 怎样 .如 果 
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把 作为 x 的 一 个 子 向 量 空间 , 把 z e EEX (z,0) e E x F, 那么 关系 式 
(z,0) € Wi 表明 z 属于 Wi 与 请 的 交集 ; 这 一 交集 是 E PE a 的 开 集 W [因为 W. 
含 点 (a,0)]. 另 一 方面 , 令 
g(z,0) = g(z); 
这 是 开 集 W 中 O 类 的 映射 . 于 是 对 于 z = 0, 条 件 (ü) 可 写成 
z€ W, 并 且 y= g(z). 

这 恰好 是 (4.7.2); 这 样 就 证 明了 它 与 (4.7.1) 等 价 . 证 完 . 

在 定理 4.7.1 中 出 现 的 开 集 W 可 能 不 是 连通 集 . 但 是 它 包含 一 个 含 a 的 连通 开 
RW (例如 心 为 a 的 一 个 开 球 ). 显然 由 关系 式 

zeW #H y= g(x) 
可 导出 
(zy) EU 并 有 f(x,y)=0. 

于 是 映射 g 是 在 W! 内 满足 这 些 条 件 的 唯一 连续 映射 . 确切 说 明 如 下 : 

命题 4.7.2. 设 W 是 E PE a、 并 包含 在 W 内 的 一 个 连通 开 集 ， 并 且 设 
h: W! 一 了 是 满足 下 列 性 质 的 一 个 连续 映射 : 

o =b; 对 于 任何 z e W',(z,h(z)) € U, . 
f(x, h(z)) = 0. 

那么 在 W! 内 , h 恒 等 于 g. 

证 明 的 原则 (证 明 留 作 习题 ): 设 4 是 满足 hla) = gle) 的 z(e W) 所 构成 的 集 ; 
注意 ae A, 并 且 AEW 中 的 闭 集 ; 证 明 4 是 W! 中 的 开 集 . 由 wW 是 连通 集 可 得 


结论 . 
E, F,G 是 有 限 维 的 集 情形 . 于 是 由 定理 4.7.1 中 假设 可 导出 F 及 G 有 同样 的 
维 数 . 因此 设 E = R”, F = Re, G = R. 给 出 一 组 方程 


JAG an s suyo) = (182 ep), (4.7.5) 
其 中 f ENE U 中 C1 类 的 函数 ; 设 雅 可 比 行列 式 
j alfa, fp) 
lyi Yp) 


在 点 (ql,… ,Qn;b1,… ,bp) 处 Z 0， 可 以 断定 : 至 少 当 (zx1,… Za) 充分 接近 于 
(Q1,… an), 并 且 (yi,… ,yp) 充分 接近 于 (b1, ,bp) 时 , 方程 组 (4.7.5) 等 价 于 函 
数组 

Yi = gil£1, ,Tn), 1<¿i<p 


(其 中 gi 属于 C1 类 ). 要 作 准 确 的 表述 , 再 采用 定理 4.7.1 叙述 中 的 V X. W. 
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5. 高 阶 导 出 映 身 


5.1. 二 阶 导出 映射 


总 是 设 及 FF 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 , U 是 E 中 一 个 开 集 , 并 且 f : U 一 下 是 一 
个 映射 ; 设 它 在 U 中 可 微 . 于 是 有 一 导出 映射 


大 
并 且 可 以 轮 到 问 它 是 否 可 微 . 
定义 . 如果 映射 f 在 点 a 可 微 , 把 j (在 点 a) 的 导出 映射 记 作 f”(a), 那么 就 
说 f 在 点 a 二 次 可 微 ; 我 们 有 
f'(a) € Z(E; Z(E; F)). 


注意 ， 不 设 /在 整个 U 中 可 微 ; 更 一 般 地 , 如 果 : 1) f 在 a 的 一 个 邻 域 Y 中 可 
微 ; 2) 映射 fr: V 一 (E, F) 在 点 a 可 微 , 那么 就 说 f 在 点 a e U 二 次 可 微 . 


EX. WR f # U 中 任何 点 二 次 可 微 ( 换 句 话说 , f # U 内 可 微 , 并 且 映 射 
fl: U > Z(E; F) Æ U 内 可 微 ), 就 说 f # U 内 二 次 可 微 . 如 果 是 这 样 ， 映射 
Zz 避 f(z) 是 映射 

J”: U — @(E; Z(E; HF)). 


EX. 如果 在 U W f 二 次 可 微 , 并 且 fr 连续 , 就 说 了 在 U 内 属于 C2 类 (或 
二 次 连续 可 微 ). 等 价 条 件 : f' EU 内 属于 C1 类 . 


我 们 记得 (参看 1.9 段 ) 已 经 定义 了 标准 等 距 映 身 
LE;L(E;F)) = L(E, E; F). (5.1.1) 


由 这 一 双 射 , fla) 确定 LE, E; F) 中 的 一 个 元 素 , 即 一 个 连续 双 线 性 映射 Ex E — 
F. 用 不 确切 的 语言 , 我 们 往往 说 f'(a) 是 Z(E, E; F) 的 一 个 元 素 . 如 果 参 照 1.9 Ez 
来 前 明 (5.1.1), 我 们 得 到 f'(a) PRES E x E — F WH F: 


(h,k) (f”(a) : h) ` k. (5.1.2) 


现 解 释 上 式 : h 及 表示 E 中 两 个 向 量 ; 由 于 fr(a) 是 连续 线性 映射 E — Z(E; F), 
f") EWE he E 上 的 值 是 一 个 元 素 


f(a) :he Z(E; P). 
于 是 f(a) h 是 一 个 连续 线性 映射 E — F; 它 在 向 量 k e E 上 的 值 记 作 ， 
(f"(a)-h)-k 
这 样 就 明确 了 (5.1.2) 的 意义 . 
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定理 5.1.1. 如 果 f : U 一 下 在 点 a 二 次 可 微 , 那么 二 阶 导 出 映射 fla) € 
(E, F; F) 是 一 个 对 称 双 线性 映射 ; 换 句 话说 ， 


(Pa :有 :ER= (f"(a)-k)-h, Vh e E ÉE Vk e E. (5.1.3) 
证 .引入 映射 
A(h,k) = f(a + h + k) — f(a + h) — fla + k) + f(a); 
它 显然 是 对 称 的 : Alh, k) = A(k,h). 假定 已 证 明 关 系 式 : 
|A(h,k) — (f° (a) - k) :hl = o((||h|| + Ill’). (5.1.4) 
由 此 不 难得 到 (5.1.3). 事实 上 , 如 果 在 (5.1.4) 中 交换 h 及 k, 就 得 到 
|A(h,k)— (f”(a) - h) - k|| = o((||#|| + likl’); 
由 这 一 关系 式 及 (5.1.4) 可 导出 
(f° (a) - k) -h — (f”(a) - h) - kl = o((hll + Iiki’), (5.1.5) 
这 是 因为 
|(7(a) k) -h — (f” (a): h) k|| < |(/”(a): k): h— A(h,k)|| + || A(h, k) — (f”(a) - h) - kll. 
(5.1.5) 表明 : 给 出 s > 0, 存在 着 7 > 0, 使 得 
J(7(a) k) -k — (f” (a) - h) ` k|| < e(llhll + Ilk)’, (5.1.6) 
只 要 |All + Ikl < n. 而 对 于 任何 纯 量 A, 我 们 有 
|(”(a) : Ak): (Ah) — (f”(a) : Ah) OR = PH (a) k) -h — (f”(a) - h) - kl]. 


# E FERAH h K k, 总 可 找到 X Z 0, 使 得 Ah] + IAk] < n; 因此 由 (5.1.6) [其 
H h K kR Ah K Ak], 我们 有 


IAI? - 1O7(a) k) - h — (f”(a) : h) .kl < eA (A) + Illl)’; 


用 AP Z 0 除 上 式 两 边 , 我 们 得 到 : 无 论 hA k Z E P4t46 S, 不 等 式 (5.1.6) 是 
正确 的 ; 由 于 £ > 0 是 任意 选取 的 , 我 们 断定 关系 式 (5.1.3) 是 正确 的 ; 这 样 就 证 明了 
定理 5.1.1. 

这 样 , 我 们 看 到 : 为 了 证 明定 理 5.1.1, 只 要 证 明 关 系 式 (5.1.4). 
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(5.1.4) 的 证 明 . 从 下 列 明显 的 不 等 式 出 发 : 


|| A(h, k) — (f” (a) - k) -h| 
S ||A(h, k) — f'(a +k) -h+ f'(a) -h| 
+F’ (a +k): h- f'(a): h — (f"(a)- k) -hll (5.1.7) 


现 加 大 上 式 右 边 中 每 一 数量 , 即 
|A(h,k)— f'(a+k)-h+ f'(a) -hll (5.1.8) 


与 
|f (a +k) -h -— f'(a) -h — (f”(a) : k) - hll. (5.1.9) 


从 (5.1.9) 开始 , 我 们 有 
If’ (a +k): h- f'(a): h- (f”(a): k): h|| < |lh|| : If’ (a + k) — f'(a) — f”(a) -kl 
由 映射 f' 在 点 a 的 导出 映射 的 定义 , 我 们 有 
f (a + k) = f'(a) — f” (0) k|| = o(||k||). 


因此 数量 (5.1.9) 是 ||h|| : o(||k]||), 因而 更 加 是 ||h|| : o(||h|| + Ikl). 
现在 加 大 (5.1.8). 考虑 辅助 映射 


B(h) = f(a+k+h)-— f(a +h)— f'(a +k). h + f'(a) : h. 
于 是 (5.1.8) 就 是 ||B(h) — BO). 由 有 限 增 量 不 等 式 (命题 3.3.1), 我 们 有 
IB(h) — B(O) < lhl nun. |B’ (th)||. 
我 们 还 有 
B'(h) = f'(a+k+h)-— f'(a+ h) — f'(a + k) + f'(a), 
因此 (5.1.8) 不 超过 


R|: sup || f (a+ k + th)-— f'(a + th) — f'(a + k) + f'(a)|| (5.1.10) 
0<t<1 


现在 来 加 大 (5.1.10); 由 f”(a) 的 定义 , 我 们 有 


flatkt+th) = f'(a) + f”(a) (k + th) + o(llk + #h| ), 
f'(a + th) = f'(a) + f” (a) (th) + o(||#h||), 
f'(a +k) = f'(a) + f” (a) k + o(||kl|). 
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结合 以 上 各 式 , 就 得 到 
[f'(a +k +th)— f'(a + th) — f'(a + k) + f'(a)|| = o(l|k + th||) + o(||th||) + ollk). 


由 于 对 任何 te [0, 1], k+ thl] < ||k|| + ||h||, 并 且 |lthll < lil, 可 见 表示 式 (5.1.10) 有 
o(||h|| + Ik 的 形式 , 并 且 从 而 (5.1.8) 不 超过 


R|: ea + I[kl]). 


最 后 , 数量 (5.1.8) 及 (5.1.9) 中 每 个 都 是 | - oA + Ikl; 因此 它们 的 和 也 是 这 样 . 
于 是 (5.1.7) 表明 


JA(h,k)— (f° (a) - k) - hl] = lIh|| - o(Ih|| + x). 
这 表示 对 于 任何 。 > 0, 存在 着 n > 0, 使 得 有 

| A(h, k) — (f”(a)- k): R|] < ellhli < (A| + I[kll}, 
只 要 |h] + Ikl < n. 而 且 由 不 等 式 |A] + |k < n 更 加 可 导出 

| A(R, k) — (f”(a) - k)  h| < el + Ikl, 
这 样 就 证 明了 (5.1.4). 
于 是 定理 5.1.1 的 证 明 完 成 . 

5.2. E 是 乘积 空间 E. x... x En 情形 


总 是 设 U 是 E 中 的 开 集 , 并 且 f : U — F#m a e U 二 次 可 微 . 这 就 意 含 着 
(由 定义 ) f 在 a 的 一 个 邻 域 中 任何 点 可 微 . 由 (2.6.1), 我 们 有 : 对 于 h; € E;, 


j=1 
不 对 f, 而 对 j 应 用 同一 公式 , 得 : 对 于 ki e E, 
j(a) ， (ki, ag , kn) = > (a) k;. (5.2.2) 
¿=1 s 
因此 
n á Of’ 
(f (a) ` (kı, o , kn)) I (hı, MaS hn) az ba (Lo ` r) a (hı, AS , hn). (5.2.3) 
i=1 y 


为 了 了 解 上 式 右边 的 意义 , 必须 想到 


L (a) € Z(E; Z(E; P), 
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因此 F 
ge VEE Z E P). 
并 且 5 全 (a) b 在 向 量 (ha, ,hn) € E ERORE F HER. 
为 了 计算 97'/6zi(a), 要 用 到 表示 f 的 关系 式 (5.2.1); 对 (5.2.1) 求 关于 z; 的 
导出 映射 , 得 


(Eo . h) (hi, ,hn) = s: (2 (2) (a): 本 si: (5.2.4) 


= 


把 Ə/8xz;(8f/8z;) 在 点 a 的 值 记 作 (02f/8xz,0z;)(a); 这 是 (E; L(Ej; F)) x 
了 (Bi, Ej F) 中 的 一 个 元 素 . 如 果 把 (5.2.3) 的 右边 换 成 (5.2.4) 中 求 得 的 值 , 就 可 
得 到 : 
2 
(fla): (ki, (Pi ,hn) = 2 c . r) . h; (5.2.5) 


这 就 是 用 偏 导出 映射 


82 


f 
gng (©) € (B, Ej F) 


表示 f'(a) € Z(E, E; F) 的 基本 关系 式 . 对 于 二 阶 导出 映射 , 它 与 表示 一 阶 导出 映 
射 的 (2.7.1) 式 相 类 似 . 

现在 表明 f'(a): Ex E — F 是 对 称 双 线 性 映射 (定理 5.1.1). 交换 ki 及 hi (对 
每 个 让, 由 (5.2.5) 得 


(zas) h] u= U aa) h) 


ij i,j 


或 再 在 上 式 右 边 交换 求 和 的 指标 i K j: 
od = Of 人 
2 E (a): ri) S > 人 h) ki 


这 是 对 ki, kn, hi ,hn 的 一 个 恒等式 . 由 此 对 任何 一 对 (i, 7), 有 


82 f _ of a 
人 (a): h) yE (EE TAQA h) ki (5.2.6) 
这 就 表明 了 双 线性 映射 


是 对 称 映射 E; x E, > E, x Ej [ 它 把 (hj, ki) 映射 成 (ki, h;)] 与 双 线 性 映射 


s 
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的 复合 映射 ， 可 以 简单 地 说 , 两 个 双 线 性 映射 (02 fF /0z,0z;)(a) 及 (02 f/8z;Oz;)(a) 
可 由 交换 变量 ki € E, A h; € E; 而 相互 导出 , 特别 , (82j1/aziazj)(a) 也 可 记 作 
(82j/a(zi)?)(a), 它 是 一 个 对 称 双 线性 映射 E, x E, — F. 


注意 ， 在 上 面 , 我 们 先 设 fr(a) 存在 , 由 此 导出 偏 导出 映射 (02f/8zi6z;)(a) F 
在 . 然而 要 使 f 在 点 a 二 次 可 导 , 有 一 充分 条 件 ; 事实 上 , 应 用 命题 3.7.2 两 次 , 就 
得 到 : 


命题 5.2.1， 要 使 f'(a) FE, RI G) 8f/0x;(j = 1,… ,n) 在 每 点 zeU 存 
在 , 并 且 是 U 中 的 连续 映射 ; (ü) 偏 导出 映射 9/8x;(8f/6zx;)(i,j = 1,… ,n) 在 任何 
M z € U 存在, 并 且 是 在 点 a 连续 的 映射 [作为 映射 U — Z(E, Ej; F). 


特殊 情形 E = R". 在 这 种 情形 下 , 对 于 i = 1,… ,n, 取 E, = R. 于 是 与 我 们 
已 经 常 说 到 的 一 样 , Z(E F) 与 下 看 作 相同 ; 并 且 
(Eú Z(E;; F)) = Z(R; 2 (R; F)) 
也 与 FP 看 作 相同 . 用 这 种 看 法 ， 如 果 把 (82f/8zxi6zx;)(a) 所 确定 的 F 中 的 元 素 
(3? f/0>,Oz;)(a) 暂时 记 作 cij, 相应 的 双 线 性 映射 R x R — F 就 是 
(AX, Az) => MÀA;c;;. 
由 以 下 的 结果 , 我 们 有 : 无 论 A 及 A 是 怎样 ， 
NiAjCiy = À; À;c;i. 
由 此 得 cij = cj (例如 令 X = 1 和; = 1). 这 样 有 : 
命题 5.2.2. 如 果 f:U 一 玉 是 nn 个 实 变量 的 二 次 可 微 函数 , 我 们 有 
o? f _ of 
DOziOzi Ər;Oz; 
这 是 经 典 的 施 瓦 英 定 理 ; 但 它 往 往 是 在 命题 5.2.1 的 假设 下 叙述 的 , 而 要 使 六 (a) 
存在 , 这 些 假 设 是 充分 的 , 但 不 是 必要 的 . 
施 瓦 茨 定理 只 是 表述 了 ”个 实 变量 函数 在 特殊 情形 下 的 定理 5.1.1, 而 后 者 是 在 
一 般 情 形成 立 的 . 
5.3. 逐 阶 导出 映射 
设 f : U 一 下 是 一 个 二 次 可 微 函数 . 于 是 有 “二 阶 导出 ”映射 


€ F. 


fF SUS) 
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这 里 为 简单 计 , 把 连续 双 线 性 映射 E x 互 一 下 所 形成 的 巴 拿 赫 空 间 Z(E, E; F) 记 
作 Z(E; F). 一 般 地 , 把 连续 多 重 映射 


Ex... x E— F 
— M 
n 个 因子 


的 巴 拿 赫 空间 记 作 AE; F). 我们 可 以 问 映 射 yr 本 身 是 否 可 微 . 如 果 它 在 点 ae U 
可 微 , 把 f” 在 点 a 的 导出 映射 记 作 fla), 或 Ola); 它 是 Z(E; AE; F)) = 
(E; F) 中 的 一 个 元 素 . 

就 n 弟 推 , 我 们 定义 “在 点 wj 是 n 次 可 微 的 "， 并 且说 出 n 阶 导出 映射 
f(a) € AlE; F) 的 意义 是 什么 假定 这 些 概 念 已 在 n — 1 情形 有 了 定义 ; WR 
存在 着 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 f 在 V 中 每 点 n 一 1 次 可 微 , 并 且 如 果 从 V 到 
La (E; F) 中 的 映射 z — fm- 了 D(x) 在 点 a 可 微 , 那么 就 说 在 a, f 是 n 次 可 微 的 ; 
这 时 fOD 在 点 a 的 导出 映射 记 作 (a), 并 且 称 为 f 在 点 a 的 n 阶 导出 映射 . 
它 是 AlE; F) 的 一 个 元 素 . 

XIF hi,- ,hn € E, Æ f(a): E x... x E — F XFTJ268 (h, hn) € 
E x- x E 的 值 记 作 f(a) (hi, , hn). 


定义 ， 如 果 f # U 中 任何 点 n 次 可 微 , 并 且 如 果 映 射 
f) U — Z(E; F) 
连续 , 那么 就 说 f 在 U 中 属于 Cn 类 (或 者 说 f 在 U P n 次 连续 可 微 )， 
这 样 对 于 n > 1 定义 了 fM 后 ( 当 这 ” 阶 导 出 映射 存在 时 ), 约定 令 
fO = f (0 阶 导出 映射 0). 
如 果 f 连续 , 就 说 f 属于 CO) 类 
EX. 如 果 对 于 任何 n f : U 一 下 属于 Cn 类 , 就 说 /属于 Cee 2. 
习题 ， 为 此 , 只 须 对 于 任何 n, fe) 存在 ; 在 这 种 情形 下 , 也 说 f 无 穷 可 微 . 


注意 . 要 使 在 点 a, f 是 ”次 可 微 的 (n > 1), 必须 而 且 只 须 fle) 在 a 的 一 个 
邻 域 Y 内 任何 点 z 存在 , 并 且 在 点 a 映射 fV — F(n — 1) 次 可 微 ; 于 是 


Pg= a): 
同样 , 对 于 n > 2, 我 们 有 
f(a) = (F)? (a), FF. 


证 明 留 作 习 题 . 
从 基本 定理 5.1.1, 不 难 导出 : 
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定理 5.3.1. 如 果 在 点 a, f 是 n 次 可 微 的 , 那么 f(a) E 2Z,(E; F) 是 一 对 称 
多 重 线 性 映射 E x... x E — F. 换 句 话说 , WR 如,… ha Æ E P n CE, HE 
如 果 o 表示 [1 2,… ,n] 上 的 任 一 种 排列 , 那么 我 们 有 


o (a) i (hı, SSE hn) Z pa (a) i (ho(1); ho(2), a , ho(n)): (5.3.1) 


证 .问题 只 是 在 n > 2 情形 . 对 于 ”= 2, 本 定理 结论 已 有 证 明 (定理 5.1.1). W 
用 递 推 法 进行 证 明 : 设 n > 3, 并 且 假 定 定理 已 对 n — 1 情形 证 明 . 而 ft) (a) 是 映射 


JD yy ay Z (Py P) 


的 导出 映射 ; 由 假设 , fw- 在 a 的 一 个 邻 域 V 中 存在 . 由 所 作 递 推 假设 , OD 在 
<, (E; F) 的 子 空间 中 取 值 . 这 一 子 空间 是 由 对 称 (n — 1) 重 线性 映射 组 成 的 . 因此 
对 于 hi € E, f™ (a) :hi 是 这 空间 中 一 元 素 ; 换 句 话说 : 


(f(a) - hi) - (h2, ++- hn) 
是 ho,… ,hn 的 对 称 映射 . 这 就 是 
ft) (a) k (hı, h2, TAA hn), 


由 此 看 出 多 重 线性 映射 (a): En — F 是 后 n — 1 个 变量 的 对 称 函数 . 因此 还 只 
要 证 明 : 当 置 换 hi 及 ho EF, 


f™ (a) Š (hai, ho, VY a ) hn) 


的 值 不 改变 ; 事实 上 , BA ”个 元 素 的 任何 排列 可 由 有 限 次 “ 转 置 ” 组 成 , 每 一 转 置 就 
是 要 置换 相 邻接 的 两 个 元 素 . 已 经 知道 : 如 果 这 两 元 素 是 应 及 hipi, W] 2 < í < n—1, 
转 置 不 造成 改变 ; 如 果 证 明了 对 于 hi 及 hs 也 是 这 样 , 证 明 就 完成 了 . 而 f(a) 是 
Je? 的 二 阶 导 出 映射 , 于 是 


(f(a) hi) ho € 2Z,-ə2 (E; F) 
对 hi 及 ho 是 对 称 的 ; 这 是 把 定理 5.1.1 应 用 到 函数 0-2 就 可 得 到 的 . 证 完 . 


5.4. n 次 可 微 映射 的 例子 
命题 5.4.1. 任何 连续 双 线 性 映射 


ọ : En x Es — F 


属于 Ce 类 ; 更 准确 地 说 , o" 是 一 常量 映射 , 因此 对 于 n > 2, 导出 映射 pm) HF. 
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证 . 由 定理 2.4.3. 我 们 知道 y 可 微 , 并 且 
p(T1, T2) k (hi, ha) = (hı, x2) an (zı, ho) 


这 一 关系 式 表明 映射 
Pp :Ei x Ev — Z(E. x Ez; F) 


是 点 (21,22) € E) x E, 的 一 个 连续 线性 上 映射, AECE 2” 是 一 常量 ; 这 
常量 的 值 是 Z(E, x E>; F) 的 元 素 [这 里 E, x E> 是 连同 它 的 巴 拿 赫 空间 结构 取 的 ]， 
它 把 
p(hı, £2) + p(T1, h2) 

与 回 量 空间 E, x E, 的 两 个 元 素 (hi,h2) 及 (ki, k2) 联系 着 . 证 完 . 

定理 5.4.2. (复合 映射 的 导出 映射 ) 设 U c E Z V c F Z A E. € kz a| P 
的 两 个 开 集 , f :U 一 V, 并 且 g:V — G 是 两 个 连续 映射 . 

(i) wR f 在 点 alc U)n 次 可 微 , 并 且 g 在 点 5 = f(a)(e V)n KTH, IRA 
h=gof:U>G 在 点 a 是 n ATHA. 

(ii) 如 果 f £ g 属于 On 类 , 那么 hh=gof K+ Cn X. 

证 ， 对 于 ”= 1, 定理 是 正确 的 . 事实 上 , 这 可 由 定理 2.2.1 (复合 映射 的 导出 映 
射 ) 导出 ; 由 这 定理 得 

h'(z) = g'(f(z)) ° f'(z), (5.4.1) 

这 公式 表明 : WR f' 及 g 是 连续 映射 , 那么 h 也 是 连续 映射 (由 此 可 见 , 对 于 n= 1, 
结论 (H) 成 立 ). 就 n 递 推 , 假设 对 于 n 一 1(n > 2), 及 Gi) 成 立 , 要 证 明 对 于 n, 这 
两 结论 成 立 . 

例如 对 性 质 (ü) 情形 进行 论证 ; 对 于 (i) 的 论证 完全 是 类 似 的 . 我 们 要 证 明 h Ja 
于 C" 类 , 或 者 就 是 要 证 明 h 属于 O 类 . 而 关系 式 (5.4.1) 表明 vr 是 下 列 两 个 
映射 的 复合 映射 : 

1°) M U F) Z(F; G) x Z(E; F) 的 映射 z 一 (g'(f(a)), f'e); 

2°) 从 名 (F;G) x Z(E; F) 到 Z(E; G) 的 映射 (u,u) — u o u. 

第 二 个 映射 是 连续 双 线 性 的 (参看 1.8 RK), 因此 属于 Ce 类 (命题 5.4.1). 第 
一 个 映射 在 一 个 乘积 空间 中 取 值 , 它 的 两 个 合成 映射 是 


2Zmg(fz)) K z= f'(a). 
由 假设 , 这 两 映射 中 的 第 二 个 属于 o 类 . 至 于 第 一 个 , 则 是 一 复合 映射 
UL v =, 0) 


f 属于 O 类 , 并 且 更 是 属于 CO! 类 ; g' 也 属于 a 类 . 由 递 推 假设 , 复合 映射 
gof 属于 C" 类 . 于 是 1°) 中 映射 属于 C"-:! 类 . (因为 两 个 合成 映射 中 每 一 个 属 
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于 C” 类 ); 2°) 中 映射 也 属于 CO! 类 (而 且 甚 至 是 属于 C” 类 ). 由 递 推 假设 (第 
二 次 用 到 这 一 假设 ), 1°) 中 及 2°) 中 映射 的 复合 映射 属于 C"-:1 类 . 这 一 复合 映射 是 
h, 于 是 得 到 递 推 要 作 的 证 明 . 

定理 5.4.3. Ú E K F 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ; 把 从 互 到 上 的 线性 同 构 所 形成 的 
(E; F) 中 开 集 总 是 记 作 Isom(E; F). 那么 满足 下 列 条 件 的 映射 p : Isom(E; F) 一 
(F; E) 属于 C” 类 : 

plu) = u ` € Isom(E; F). 
证 . 由 定理 2.4.4, 已 知 o 属于 C1 类 , 而 且 
YW) = u lohou 1, 其 中 he S(E; F). (5.4.2) 


ou 是 L(L (E; F); #(F; E)) 中 一 元 素 . 如 在 定理 2.4.4 的 证 明 中 一 样 , 引进 
连续 双 线 性 映射 


Y : Z(FP; E) x Z(F; E) > Z#(Z(E; F); Z#(F; E)), 


这 里 % 是 由 下 式 确定 的 : 
p(v,w) -h = —uohoqg. 
于 是 关系 式 (5.4.2) 可 写成 
p'(u) = YP(u), p(u)) (5.4.3) 
[由 于 u 1 = e(u)]. 这 是 映射 所 满足 的 一 个 “微分 方程 ”. 由 此 就 ” 递 推 , 可 导出 
y 属于 Cn 类 . 
已 知 上 述 结论 在 n = 1 时 正确 . 设 n > 2, 并 假定 已 证 明 y 属于 Cn"-: 类 . 由 此 
要 证 明 y 属于 O 类 ( 即 p 属于 C" 类 ). 而 (5.4.3) 表明 : 映射 2' 是 下 列 两 映射 
的 复合 映射 : ; 
1°) 从 Isom(E; F) 到 -%@(F; E) x (F; E) 的 映射 u (plu), p(w)); 
2°) 双 线性 映射 y. 
由 递 推 假设 , 上 列 第 一 个 映射 属于 O 类 , 并 且 第 二 个 属于 Ce 类 (命题 5.4.1). 
此 这 两 映射 的 复合 映射 属于 Ot 类 (定理 5.4.2). 证 完 . 
习题 .证 明 给 出 y 的 n 阶 导出 映射 的 下 列 公式 : 


p™ (u) Pa ha) = (=I uc!ohçayu lo ou o hon) out, 


其 中 和 式 是 对 [1, n] 的 n! 个 排列 o 作出 的 . 
定理 5.4.4. 设 已 及 瓦 是 两 个 巴 拿 赫 空间 , 3- Biz V c E £ W c F Zm 
开 集 . 设 
Jf: V — W 
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是 一 个 C1 微分 同 胚 (参看 4.1 Ez). 如 果 映 射 f AT C" 类, 那么 北 同 胚 9 = f-1l 也 
属于 Cnm 类 . [于 是 我 们 说 是 Cn 微分 同 胚 ]. 

证 .对 于 n= 1 所 述 结论 是 同 语 反 复 . 而 且 我 们 知道 : 对 于 y e W, 

g(y) = (f'(g())) 1; (5.4.4) 

这 表明 映射 g' 是 下 列 三 个 映射 的 复合 映射 : 

一 上 映射 g:W — V; 

一 映射 f’: V — Isom(E; F); 

一 映射 Isom(E; F) 一 -Z(F; E), 这 映射 是 由 mv: ER. 
现 就 ” 递 推 证 明 这 定理 . 假定 定理 对 m”- 1 成 立 (n > 2); 那么 在 假设 下 , 上 列 第 二 
及 第 三 个 映射 都 属于 Cn-1 类 (由 定理 5.4.3, 第 三 个 映射 甚至 属于 Ce 类 ). 至 于 第 
一 个 映射 就 是 g; 由 北 推 假设 , 它 属于 O 类 . 于 是 作为 三 个 属于 Cn-1 类 映射 的 
复合 映射 , 映射 g 也 属于 O 类 . 证 完 . 

注意 . 如 果 一 个 同 胚 f :V — W 属于 Cn 类 (n > 1) (或 属于 C™ 类 ), 并 且 如 
果 对 任何 ze V, f'(x) € Isom(E; F), 那么 f 是 Cn 微分 同 胚 (或 c% 微分 同 胚 ) [对 
于 n= 1, 这 就 是 命题 4.1.1; 把 这 命题 与 上 列 定理 5.4.4 联系 起 来 , 就 得 到 所 述 结果 ]. 


R 5.4.5. 在 “局 部 反 演 定理 ”( 定 理 4.2.1) 中 , 如 果 假 定 f 不仅 属 于 C1 类 , 而 
HEF c" 类 , 结论 就 是 : f EV 上 的 限制 [用 定理 4.2.1 中 的 记号 ] 是 从 了 到 W E 
的 一 个 C" A F] B£. 


同样 , Æ PARITE (EM 4.7.1) P, 如 果 假 定 映射 (x,y) fey) MUR 
于 C! 类 , 而 且 属 于 C" 类 , 结论 就 是 [采用 定理 4.7.1 中 的 记号 ]: 映射 g:W — F Ë 
于 Cm 类 . 
5.5. 泰勒 公式 : 特别 情形 

我 们 从 一 个 初步 的 公式 开始 . 设 E, F R G 是 三 个 巴 拿 赫 空间 ,并且 e: Ex F — 
G 是 一 个 连续 双 线 性 映射 . 另 一 方面 , 设 

u:U>E K v:U>F 

是 两 个 n 十 1 次 可 微 的 映射 , 这 里 U 表示 数 轴 R 上 的 一 个 开 区 间 . 逐次 导出 映射 
u® v 分 别 在 E K F 中 取 值 . 

引 理 .在 上 述 假 设 下 , MU 到 G 的 映射 

RER DE (uP) (t), vP) (t)) 


p=0 
有 导出 映射 
t= plult), vD (E) + (1) plutt (t), vt)). 
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证 明 留 给 读者 作出 : 考虑 单数 值 变量 的 两 个 映射 以 及 以 这 两 映射 为 变量 的 双 线 
性 映射 , 并 且 应 用 这 一 双 线 性 映射 的 导出 映射 公式 (参看 (2.5.5)). 

把 这 引 理 应 用 到 下 列 特 别 情形 : E = R,G = F; 映射 p : R x F — F E F Rñ 
向 量 与 纯 量 之 积 的 映射 . 还 取 


u(t) = 50-4)"; 


u(t) 属于 Cn 类 , 而 且 w+0(b = 0. 我 们 得 到 : 


命题 5.5.1. 如 果 ú 是 单 实 变数 te U 的 映射 , 在 巴 拿 赫 空间 F 中 取 值 , 并且 
是 (n + 1) 次 可 微 的 , 那么 就 有 


s v(t) +(1-—t#u (0 +--+ >q -grue = 50 — t) vt (t). (5.5.1) 


(记号 (d/dt) f 表示 单 实 变数 t 的 映射 的 导出 上 暴 射 ). 
系 5.5.2. 还 假设 U D [0,1], 并 且 vt) 是 连续 的 , 那么 


/ Ey 1 n HSn ntl 
(1) — (0) = (0) = 30"(0) = -= Zu (0) -f SEHD (tdt. (8.5.2) 
事实 上 , 如 果 对 于 te [0,1],t — f(t) 有 一 个 连续 导出 映射 fr, 我 们 知道 
ID- = | ra 
[参看 “数学 I 教程"]. 在 这 里 取 


f(t) = v(t) — (1 bu 一 … 一 ts pno) (t), (5.5.3) 
并 应 用 上 列 结果 . 
系 5.5.3. 在 命题 5.5.1 的 假设 下 , 还 假定 对 于 t e [0,1), 
[vC tD EVI < M. (5.5.4) 
那么 就 有 
[AA 


证 ， 应 用 定理 3.1.1 (有 限 增 量 定理 ), 在 这 定理 中 , 把 区 间 ja, b) 用 [0, 1] 来 代替 ， 
映射 f (5.5.3) 中 的 映射 来 代替 , 并 且 取 


_ (1 Z fjera 
和 (n + 1)! 
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由 关系 式 (5.5.1) 得 

Irol < H peol; 
因此 由 假设 (5.5.4), 

Ps M 
由 有 限 增 量 定理 3.1.1 可 得 结论 : 


—_ = = g'(t). 


IZA) — fF(0) < g0) — g(0); 


这 正好 给 出 要 证 明 的 不 等 式 (5.5.5). 

下 面 要 考虑 一 般 情 形 下 的 “泰勒 公式 ”, 系 5.5.2 及 5.5.3 只 涉及 了 这 公式 的 两 种 
5.6. 泰勒 公式 : 一 般 情形 

今后 U 表示 巴 拿 赫 空间 E 中 一 个 开 集 , 并 且 F 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 ; 考虑 映射 


f : U >F. 


ia 及 a+h 是 U 中 两 点 , 并 且 线 段 [a,a + h) 包含 在 U 内 (例如 , WR U Erti, 
只 须 a Kaq he U, 上 述 线段 就 包含 在 U 内 ; 如 果 U 是 任何 开 集 , 并 且 a 是 U 中 
一 点 , 那么 对 于 范 数 充分 小 的 任何 向 量 h e E,a + h € U). 
考虑 映射 
u(t) = f(a + th), te |0,1]. 
如 果 f 在 U 内 n++1 次 可 微 ,那么 v 是 n+1 次 可 微 的 (复合 映射 的 可 微 性 ), 并 且 
可 立即 算出 v 的 导出 映射 : 


u (t) = f'(a + th) : h, 
v” (t) = (J”(a + th) : h) h; 


约定 把 v” (t) 记 作 f'(a + th): (h,h) [不 要 忘记 fla + th) ÆA E x E F) F ØRE 
性 映射 , 而 且 还 是 对 称 的 ]. 一 般 地 , 对 n 递 推 可 见 


v™ (t) = f™ (a + th): (h, , h). (5.6.1) 


n 个 


约定 把 元 素 (h,… h) € En 简 记 作 (h)". 
在 系 5.5.2 及 5.5.3 中 , 把 v 及 它 的 导出 映射 用 表达 式 (5.6.1) 来 代替 . 我 们 得 到 : 
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定理 5.6.1.(“ 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 "). 设 f: U 一 FAT Cn+l 类 的 映 
射 . 如 果 线 段 [aa + h] 包含 在 U 内 , 我 们 有 : 


f(a+h) = f(a) + f'(a) ht 51"(0) RE 
(5.6.2) 


tOo | E 


0 


F Ula £ th) F (h)"+lqt 


定理 5.6.2. (“ 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 ”). 设 f:U — F Z n + 1 次 可 微 的 
映射 ; 假定 对 于 reU, 
|/£%11)(z)|| < M. (5.6.3) 


1 


Iiah- fla- (a) h. rsM (84) 


| 
由 连续 (n + 1) 线性 映射 的 范 数 的 性 质 (参看 (1.8.5)), 上 式 不 超过 
IC+? (a + th)|| : Ia, 


并 且 由 假设 (5.6.3), 这 式 不 超过 M . hH. 于 是 只 须 应 用 系 5.5.3 就 可 完成 证 明了 
(这 时 系 中 的 M 要 用 MIR 来 代替 ). 

这 样 得 到 了 两 个 “过 勒 公式 ”, 由 此 可 导出 第 三 个 “泰勒 公式 ”; 在 (5.6.4) 中 , 我 
们 看 出 : WR h KEF 0, 这 式 右边 是 olh), 因而 它 的 左边 也 是 这 样 , 可 是 这 结果 
EER f 在 a 的 邻 域 内 有 有 界 的 导出 映射 C+D 时 得 到 的 . 实际 上 , 由 更 宽 的 假设 
也 可 得 到 这 一 结果 : 

定理 5.6.3. 设 f:U 一 玉 是 一 个 n 一 1 次 可 微 映射 . W f Es. a € U £ n 
可 微 的 . 那么 我 们 有 


ath) = f(a) = Fla) -h— EFO) (l = o(a) | (5.6.5) 


泰勒 公式 只 表明 了 一 种 “ 渐 近 ”性 质 ; 即 表 明 当 h ATRAER. 
WE. XIF n= 1 (5.6.5) 只 是 表明 了 导出 映射 fla) 的 定义 


f(a +h) — f(a) — f'(a) -hli = o(||h||). 
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现 对 n 作 递 推 , 假定 (5.6.5) 对 于 n- 1 成立 (n > 2). 考虑 映射 
P= fla +h) — fla) - flah = ESO (Dr (6.66) 


求 它 的 导出 映射 . 为 此 , 先 求 映射 h f(a) (h) 的 导出 映射 ; 对 于 h 的 每 个 值 ， 
此 导出 映射 是 (E; F) 的 一 个 元 素 , 即 在 F 中 取 值 的 k(e E) 的 一 个 线性 映射 . 因 
为 f(a) 是 n 重 线性 映射 E x... x E — F, 所 以 由 关系 式 (2.4.3), 对 于 变量 的 值 
(h,… ,hh), 可 得 到 这 映射 的 导出 映射 : 它 就 是 线性 映射 


km fa) (k,h,--- ,h) + fa): (h,k, h, ,h) + tf (a): (h,... , h,k). 


由 于 f(a) 是 对 称 映射 , BEIS k nf) (a) (h, h,k) 这 结果 可 解释 如 下 : 把 
f(a) FE ff U — (E; P) 的 (n — 1) 阶 导出 映射 : CEE (E; F) 中 取 值 的 对 
称 (n — 1) 线性 映射 . 把 它 在 多 重 向 量 (h, ,h) 上 的 值 记 作 


ft) (a) . (h,:: ) h) = fü) (a) i (hyn-l, 
w 


n-1 + h 
这 是 Z(E; F) 中 的 一 个 元 素 . 那么 可 看 出 映射 

je f(a) .(h)” (映射 E — F) 
的 导出 映射 是 

hi g OU A E > (EP). 
有 了 这 些 解 释 , 可 见 (5.6.6) 所 确定 的 映射 p 的 导出 映射 是 
p'(h) = f'a+h)- fia): —- —— f?) (a): (MT 
应 用 对 映射 f 所 作 递 推 假设 ; 我 们 得 到 : 
|| (h)|| = olh"). 

换 句 话说 , 对 于 任何 e > 0, 存在 着 7 > 0, 使 得 

由 |All < 导出 lo (hl < elh. 
于 是 由 有 限 增 量 的 不 等 式 可 得 : 

对 于 JIA <n, leh) 一 200) < elll”. 


而 2(0) = 0. 因此 有 
lle(h)|| = olllnll™), 
这 正好 是 要 证 明 的 关系 式 (5.6.5). 


6. 多 Wm s -69 - 


6 多 项 = 
泰勒 公式 (参看 5.6) 引进 了 h(e E) 的 映射 : 


he f(a) ‘(hh,... h); 
n: w——əaÀ, 
nh 
我 们 记得 (a) 是 一 个 对 称 多 重 线性 映射 En 一 F, 这 样 可 以 引 向 这 一 一 般 概念 : 
M EEZ) F 65 n 次 齐 次 多 项 式 映射 . 
我 们 首先 详 述 这 问题 所 具有 的 纯粹 代数 形式 . 


6.1. n 次 齐 次 多 项 式 


在 本 段 及 以 下 几 段 中 , K 表示 特征 为 零 的 交换 域 , 即 包含 有 理 数 域 Q 的 域 , 不 必 
E K Æ R R C; 特别 , K 可 以 等 于 Q. 以 下 考虑 的 所 有 向 量 空间 是 在 K 上 的 有 限 维 
或 无 穷 维 向量 空 间 . 


定义 ， 设 E K F AB) isj aj, 设 ” 是 > 1 的 整数 , 如 果 存 在 着 n 重 线性 


映射 
f: Ex... x E — F, 
v. 
nE 
并 且 令 
p(x) = f(z,- , 2) (6.1.1) 


那么 映射 y: E> FRA n 次 齐 次 多 项 式 . 
关系 式 (6.1.1) 表明 y : E — F 是 两 个 映射 的 复合 : 


EZ, pn Ë, p. 


其 中 f 是 多 重 线性 的 , 并 且 A 表示 对 角 映 射 


nr 


MA 6.1.1. 如果 yp : 瑟 一 王 是 m” 次 齐 次 多 项 式 , 那么 存在 着 一 个 对 称 多 重 线 
性 映射 g: E” 一 F, 使 得 
P(Z) = g(x,- : , 2). (6.1.2) 
事实 上 , WR f 是 多 重 线性 映射 En — F, 使 得 (6.1.1) 成 立 , 那么 只 须 取 


1 
glz, , Tn) = T2 ee ,Zo(n))h 
o 


其 中 求 和 是 对 集合 [1,2,… n] 的 nl! 个 排列 o 取 的 . 
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注意 ， 在 下 面 ( 系 6.3.3) TUER: 当 y 是 已 给 ”次 齐 次 多 项 式 时 , 存在 唯一 
一 个 对 称 n 重 线性 映射 g 满足 (6.1.2). 


例 ， 对 于 mm = 了 4 从 瑟 到 五 的 一 次 齐 次 多 项 式 就 是 一 个 线性 映射 E — F. 
对 于 = 0, 我 们 约定 零 次 齐 次 多 项 式 是 常量 (不 论 是 什么 常量 映射 E — P). 
注意 ， 如果 eo: E — F A n 次 齐 次 多 项 式 , 我 们 有 : 对 任何 纯 量 AX c K, 
PAT) = ÀA"@(z). (6.1.3) 
事实 上 , 由 关系 式 (6.1.1) 得 
命题 6.1.2， 考 虑 所 有 了 映射 E — F 的 向 量 空间 ; n 次 齐 次 多 项 式 E — F 的 集 
是 这 一 空间 的 子 向 量 空间 . 


我 们 记得 : 关于 从 EB 到 的 集 的 向 量 空间 , 它 的 结构 如 下 : 两 个 这 种 映射 的 和 
十 是 映射 
z > p(x) + (z); 


纯 量 X € K 乘 映射 y: E FHR Ao 是 映射 z— X: yl). 在 这 定义 中 , 用 到 了 F 
的 向 量 空间 结构 . 于 是 因为 所 有 n 重 线性 映射 En 一 P 形成 一 向 量 空间 , 所 以 命题 
6.1.2 是 显然 的 . 


齐 次 多 项 式 的 乘法 . 设 
p:E>F, 0: EG 
是 两 个 齐 次 多 项 式 , p 是 p 次 的 , y 是 q 次 的 ; E, F, G 表示 三 个 向 量 空间 . 如 果 还 有 
第 四 个 向 量 空 间 H, 并 且 如 果 给 出 一 个 双重 线性 映射 
6: P x G — H, 
那么 我 们 给 出 映射 p 及 y 关于 5 的 “ 积 ” 的 定义 : 它 就 是 在 E 中 确定 、 在 H 中 取 


值 的 映射 
£ > @(e(z), Y(2)). 


命题 6.1.3， 在 上 面 的 假设 下 , y (p 次 齐 次 多 项 式 ) 及 y (q 次 齐 次 多 项 式 ) 的 
“ 积 ” 是 p + q 次 齐 次 多 项 式 . 


证 . 设 f:E? 一 下 及 g: EE 一 G 是 两 个 多 重 线性 映射 如 下 : 
p(z) = f(x,- , z), p(x) = g(z,:: ` , 2). 


6. 多 项 式 ls 


HAFREN h: EPH H: 


h(£1,:*: Zp+g) = B(S (21, , 2p), (Ep41: Zp+a))- 


显然 h 是 多 重 线性 的 , 而 且 我 们 有 


命题 得 证 . 


注意 .特别 当 G = K, H = F, 映射 是 ó :x K — F FF, 可 应 用 上 列 命 题 , 这 
Ë Fx K 是 由 下 中 向 量 与 纯 量 的 积 组 成 的 , 更 特别 地 , 如 果 还 设 F = K, 我 们 就 得 
”到 取 纯 量 值 的 齐 次 多 项 式 的 乘法 ; 它 满足 交换 律 及 结合 律 . 


6.2. 不 一 定 齐 次 的 多 项 式 


EX. 如 果 存 在 着 整数 n 以 及 齐 次 多 项 式 po, yi,… ,pn(ei : E — F Æi KÝ 
次 多 项 式 ), 并 且 ° 
P = po + @1 + `` + pn (6.2.1) 


(这 里 用 到 的 是 映射 E > F 在 向 量 空间 中 的 加 法 ), 那么 映射 p : E — F 称 为 不 一 定 
齐 次 的 多 项 式 , 或 简称 多 项 式 . 


注意 .给 出 y 就 唯一 地 确定 了 yo, gp1,… ,pn 这 一 事实 并 不 明显 . 以 后 可 看 到 
( 系 6.3.2), 情况 确实 是 这 样 的 . I 

当 (6.2.1) 成 立时 , 就 说 p 是 次 数 < n 的 多 项 式 . 对 于 任何 p > n, 任何 次 数 < n 
的 多 项 式 也 是 次 数 < p 的 多 项 式 . 任何 次 数 < 0 的 多 项 式 是 常量 映射 . 可 以 约定 把 
恒 等 于 零 的 多 项 式 叫做 次 数 < 0 的 多 项 式 . 

显然 , 次 数 < n 的 多 项 式 互 一 下 形成 一 向 量 空间 . 

对 多 项 式 (关于 双 线 性 映射 ©: E x G 一 H, 如 前 所 述 ) 的 乘法 , 显然 , 次 数 <p 
的 多 项 式 p :五 一 下 及 次 数 和 9 WETA y: E — G 的 积 是 次 数 < p+ 十 g 的 多 项 式 
E — H, 事实 上 


P q 


@(e(z),(z)) = > > $(e, (z), %; (2), 


¿=0 j=0 


并 且 z — @(e,(z),0;(z)) Æ í + 次 齐 次 多 项 式 (命题 6.1.3). 特别 , 可 以 考虑 一 些 
多 项 式 E — KRZ (一 些 取 纯 量 值 的 多 项 式 ). 


第 一 例 . Ú E = K (看 作 一 维 向 量 空间 ). 任何 n 线性 映射 
K” F 


的 形式 是 


(z1, , Tn) — T1 ` EnC, 
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其 中 ce F, 如 果 把 所 有 的 x; e KAR -xz e K 来 代替 , 可 见 从 K A) F RE nk 
齐 次 多 项 式 有 下 列 形状 : 
rT rc (其 中 c€ P). 


特别 , 4 F =K 时 , n 次 齐 次 多 项 式 是 纯 变 量 z 的 函数 , 它 的 形式 如 下 : 
z — cz", 


其 中 c e K 是 纯 量 . 我 们 正好 又 得 到 了 一 个 纯 量 变量 多 项 式 的 经 典 概 念 . 
更 一 般 地 , 探索 什么 时 候 映射 K? 一 F 是 n 次 齐 次 多 项 式 y (我 们 刚 考 察 了 
p = 1 情形 ). 为 此 , 首先 探索 多 重 线性 映射 


Jf : Kh x... x KP — F, 
w— O 


n 个 KP 


后 应 用 公式 (6.1.1) 求 出 y. 设 z1,… ,zx"? 是 K? 中 的 m 个 向 量 ; 其 中 每 个 向 量 , 例 
如 zi, A p 个 坐标 


T$, ETa 
把 K? 的 典范 基 记 作 (e1, ,en); 于 是 有 
p 
g = Y ziej. 
j=1 
H f 的 多 重 线性 , 就 有 
f(x i Fena t aE) 
其 中 整数 ji ja 从 1R p 独立 变化 . 令 
Flej, ... , ejn ) = C1 ,jn € F. 
A LHH n 个 向 量 rt, zn 的 坐标 , 可 将 f 表示 如 下 : 
f(zl,... z") = > apa S 
JIJ1，…… Im 
反 过 来 说 , 属于 上 关系 式 右边 类 型 的 任何 映射 ， 就 是 一 个 多 重 线性 映射 K? x :… x 
R? 一 F. 


[IA REC choj 必须 满 足 哪 些 条 件 , 才能 使 f 关于 z1,… z" 是 对 称 
的 ?] 


6. 多 m = . 73 . 


p 
有 了 上 述 结果 , 现在 来 计算 f(z,… ,zj; 如 果 z = Y ajej, 可 见 任何 n KIK 
)=1 
多 项 式 y: K? > P 有 下 列 形状 i 


p(x) = > Zj, ` Tj, Cj, jn) (6.2.2) 
Jir sjn 


其 中 chog € F, 整数 jul ja 独立 取 遍 集 [1,… p] 中 的 值 . 对 于 每 个 序列 
(ju Ja), 设 wm 是 整数 i 出 现在 这 序列 中 的 次 数 (1 < i < p); RITS ai > 0. 
于 是 
Ti Eja = (21)™ (Zp) 
其 中 ait -tap = n. 注意 有 多 个 序列 (站,…, ja) 提供 给 同一 指数 序列 (a1, an). 
这 些 序列 是 由 其 中 的 一 个 通过 广 ,… ,js 的 排列 导出 的 . 在 (6.2.2) F, 集中 提供 相 
同 指数 序列 的 各 项 , 最 后 看 出 有 
pla) = (hi) rer (ny) darea (6.2.3) 

其 中 “系数 ”du au 是 F 中 的 元 素 ， 和 式 是 对 满足 al 十 … 十 ap = n 的 序列 
(ai, , Qp) (整数 Qi 之 0; i = Less , p) 作出 . 

反 过 来 说 , 像 (6.2.3) 那样 的 公式 所 给 出 的 函数 o 就 是 ”次 齐 次 多 项 式 . 

[习题 ， 可 以 确定 一 种 对 称 n 重 线性 映射 f, 使 得 p(z) = f(z,… : ,2).] 

公式 (6.2.3) 表明 : 纯 变 量 z1,… ,zp 的 n 次 齐 次 多 项 式 的 经 典 概念 , 正好 与 这 
里 所 确定 的 相符 合 . 
6.3. 多 项 式 的 逐次 “差分 ” 


首先 设 p :万 一 下 是 任 一 映射 . (E 及 天 总 是 表示 区 K 上 的 向 量 空间 ). 把 下 式 确 
定 的 映射 E — F WE Ang: 
(Appjtz) = p(z +h) — @(a). (6.3.1) 
[z € E 的 这 一 映射 依赖 于 参 变量 h e EJ 对 这 一 新 映射 , 可 应 用 同样 的 记号 ; 如 果 
zı € E,zə € E, 那么 我 们 有 Az, (An e), 即 下 列 映射 : 
z > (Ax, @)(z + z2) — (Az, @)(z) 
= p(z + z1 + z2) — p(x + z2) — p(z + z1) + @(2). (6.3.2) 
我 们 将 把 映射 As (Arp) 简单 记 作 Ar Az,y; 注意 由 上 列 公式 , 这 映射 对 称 地 依赖 


T ZX1 及 T2: 
AzAzip = Az, Ar9. 


把 它 叫做 p 关于 z, 及 zz e 瑟 的 二 阶 差分 . [注意 二 阶 差 分 事实 上 已 在 定理 5.1.1 的 
证 明 中 出 现 过 .] 
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对 n 递 推 , 我 们 确定 n 阶 差分 是 


Arn Azn A. o= Ar, (Azr,_1 Ac, ç). 
它 是 27 个 有 下 列 形状 的 映射 的 和 |: 
t (=1) CA Emo), (6.3.3) 

其 中 严格 递增 序列 à < … < ip 是 在 序列 [1,2,… ,n] 中 取出 的 整数 形成 的 . 证 明 可 
就 n 递 推 作出 . 

Wi n tE, 可 证 明 As, AT... Asp 是 zt1,… ,zn 的 对 称 映射 ; 对 于 n== 2, 我 

下 列 定理 是 多 项 式 代数 理论 的 基本 结果 : 

定理 6.3.1. iZ p = pot- tyn 是 次 数 < n HZA E — F, 并 且 设 
所 :Em 一 了 是 满足 下 式 的 对 称 多 重 线 性 映射 


已 知 这 样 的 fn 存在 , 参看 命题 6.1.1]. 那么 
(i) 一 阶 差分 Anp: E— F Z: <n- 11 的 多 项 式 ; 
(i) n 阶 差分 Ar e A; 是 一 常量 , 并 且 我 们 有 


Azri Ap = 二 nlfn(71,… ,zn) (不 依赖 于 z e E). (6.3.5) 


在 证 明 这 定理 前 , 立即 由 它 导出 几 个 重要 的 推论 . 


R 6.3.2， 已 知 次 数 < n 的 多 项 式 p, 就 唯一 地 确定 了 齐 次 多 项 式 po, p, 
Pn: 使 得 


n 
e= > e:. 
i=0 


事实 上 , 可 对 n 递 推 证 明 系 6.3.2 中 的 结果 . 这 结果 对 n = 0 成 立 : 由 定义 , 次 
数 <0 的 多 项 式 化 成 一 常量 po, 假定 这 结果 已 对 n — 1(n > 1) 证 明 , 要 对 n 来 证 明 
€. 由 定理 6.3.1 中 结论 (i), 已 知 y 就 可 算出 fa, 从 而 由 (6.3.4) 得 pr; 因此 当 已 知 
”时 , pn 是 唯一 地 确定 的 . 但 由 此 可 知 yp - pw 是 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 , 对 它 可 应 
用 递 推 时 所 作假 设 . 


名 词 : pi 叫做 多 项 式 yp 的 i 次 齐 次 合成 多 项 式 . 


R 6.3.3. 已 知 一 个 n 次 齐 次 多 项 式 pn: E — F. 那么 存在 着 唯一 一 个 对 称 多 
重 线 性 映射 fn: En 一 万 满足 (6.3.4). 


6. 多 m = . 75- 


因为 把 定理 6.3.1 中 结论 (ü) 应 用 到 ç = o, 必然 有 


1 
fa (z, w , Tn) = — Arz, 2 Azp Pn- 


n! 
W. j yn 相关 的 这 唯一 的 对 称 多 重 线性 映射 今后 将 记 作 pn 因此 有 两 个 
基本 关系 式 


pn(Z) = @n(z, AS ) £) 
(6.3.6) 


= 1 
Pn (Z1， , Tn) = NA ` Ay, Pn 


由 此 可 从 ë, 转变 到 pn, 并 且 也 可 反 过 来 转变 . 


定理 6.3.1 的 证 明 我 们 要 对 n 递 推 来 证 明 . 这 定理 当 m”= 1 时 成 立 ; 因为 如 
果 y = po + y1, 就 有 


(Apnp)(Z) = po + e +h) 一 po — p1 (7x) = y1 (h), 


它 正 好 是 一 常量 z): 这 就 是 结论 (i). 而且 这 常量 是 yi(h), 由 此 得 (6.3.5), 
因为 由 (6.3.4), pl = fi. 
假定 定理 对 ， n 一 1 成立 (n > 2), 要 证 明 它 对 n 成 立 . 我 们 有 


Anp = Apnpn 十 Ahn(po 十 :… 十 pr-1) 
由 递 推 假设 , An(po + + pn) 是 次 数 < n 一 2 的 多 项 式 . 计算 
(Apnpnjtz) = ex (z + h) — on (z) = fn(T+h, z + h) — falx,- ,7). 
如 果 将 上 式 展开 , 并 且 考 虑 到 f, 是 对 称 多 重 线性 映射 , 就 得 到 


(Appn)j(z) = nf,(z,-.. z h) +- 


n—1 Í z 


其 中 .… 表示 次 数 < n 一 2 的 z 的 多 项 式 . 最 后 得 : 
(Anp)(z) F nfn(z, 机 h) ua (z, h), 


其 中 vy 是 次 数 < n 一 2 的 z 的 多 项 式 ; 在 这 关系 式 中 , nfn(x,… z, h) Æ z ËJ n —1 
次 齐 次 多 项 式 . 这 就 证 明了 定理 的 结论 (i), 并 且 得 到 了 更 准确 的 结果 . 改变 记号 , 得 


Ar, P = Pn-1 + iPn—2 +: + Wo, 
其 中 yi 是 z 的 i 次 齐 次 多 项 式 (还 依赖 于 参 变量 zw), 并 且 
Wn_1(7) = gn-1(7, paa , Z), 
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而 gn_1 是 由 下 式 确 定 的 对 称 多 重 线性 映射 : 
grn-1(21 Tn-1) 三 史记 (2 ,Tn_1, Tn) (6.3.7) 


[映射 g_1 依赖 于 参 变量 Trl. 

现在 可 对 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 A. o 应 用 递 推 假设 : 结论 Gi) (对 于 n 一 1) 告 
诉 我 们 Ar … AT. (Arn p) 是 一 常量 , 并 且 等 于 (n 1)!gn-1(21, ,zn_1)， 如 果 
利用 (6.3.7) 来 阐明 , 正好 得 到 (6.3.5). 证 完 . 
6.4. 五 及 三 是 赋 范 向 量 空间 情形 

这 里 涉及 的 是 域 R sk C 上 的 赋 范 向 量 空间 . 在 这 种 情形 下 ,提出 了 多 项 式 
二 po 十 891 十 … 十 pn :马上 一 了 的 连续 性 问题 .用 5; 表示 与 多 项 式 y 的 合成 多 项 
A yi 相连 带 的 对 称 i 重 线性 映射 . 注意 Zo = wo (常量 ), HE Z = y1 (线性 映射 ). 

定理 6.4.1. 用 前 面 的 记号 , 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(a) Jo, F1,… ,Pn 是 连续 映射 

(b) po, wp1,… ,pn 是 连续 映射 ; 

(c) 多 项 式 y 是 连续 映射 ; 

(d) ç 在 原点 连续 ; 

(e) 存在 着 r > 0, 使 得 lool 对 于 ||z|| < r 有 界 ; 

(f) 对 任何 r > 0, | e(z)|| 在 球 ||zl| <r EER. 


[条 件 (a), (b), (c), (d), (e), (f) 给 出 了 多 项 式 o 连续 性 的 判别 法 .] 
WE. (a)=(b)=(c)=(d) 是 明显 的 ， 现 要 证 明 (d) 坊 (a), 这 样 就 证 明了 (a), (b), 
(c), (d) 等 价 . 因此 设 y 在 原点 连续 ; 于 是 由 (6.3.5), 
Pn(Z1, aai Bn) = Z An Sug Azr, P, 


并 且 由 (6.3.3), 上 式 右 边 是 2" 个 数量 的 和 , 其 中 每 一 数量 形 如 


("= 
n! 


@(Zi +: + Ti) (6.4.1) 


[在 (6.3.3) 中 , 可 取 z = 0, 因为 事实 上 人,,… Arn p 是 不 依赖 于 z 的 常量 ], 显然 每 
个 表达 式 (6.4.1) 是 z1,… ,zw 的 映射 , 并 且 在 原点 (0,…… ,0) 连续 , 因为 已 设 e(z) 
在 原点 连续 . 因此 F(z1,… ,zn) 在 原点 连续 ; 由 于 2, 是 多 重 线性 的 , 它 是 到 处 连 
续 的 (参看 定理 1.8.1). 于 是 


连续 , 特别 在 z = 0 连续 , 因此 


P — Pn = Po +`: + pn-l 
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在 原点 连续 ; 而 这 是 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 . 因此 我 们 达到 了 就 n 递 推 证 明 (d)= (a) 
的 目的 , 因为 对 于 ”= 0, (d)= (a) 是 显而易见 的 . 
现在 来 证 明 (a)=(f)=(e)=(a), 由 此 就 证 明了 定理 中 列举 的 所 有 条 件 等 价 ， 先 
证 明 (a)=(f): ÉZ Do, ,Pn 连续 ; 于 是 给 定 r > 0, 我 们 知道 , 对 于 每 个 i < n, 
||; (zi, v SUA , Ti)| 
当 zi 和 gr lel < r 时 有 界 . 于 是 更 加 有 : 

lle;(z)|| = ||; (z,::: ,z)| 

当 ||zl| < r 时 有 界 ; 因此 
lle(z)|| < > es(z) 
1 一 0 

在 ||z|| < r 时 有 界 , 并 且 (f) 成 立 . 

(f)= (e) 是 明显 的 . 

余下 只 要 证 明 (e)=-(a). 还 是 对 n 递 推 ; 对 于 n = 0, (e)=(a) 是 显而易见 的 . 
假定 对 于 n -1 证 明了 这 一 结论 , 要 对 n 作出 证 明 . 由 假设 , 有 一 个 "+ > 0 及 一 个 
M > 0, 使 得 对 于 满足 ||zl| < r 的 任何 z, 

lle(z)|| < M. 

由 (6.4.1), 可 见 当 ||z;|| < = 时 ， 

上 Go ,on) < SM. 
因此 多 重 线性 映射 加 是 连续 的 (参看 定理 1.8.1), 并 且 当 ||z;|| < r 时 , Enlt, 
Zn)| AR; 更 加 有 : 当 |lz| < r 时 , lona) ER, 因此 当 ||z|| < r 时 , lole) — on(z)l 
有 界 , 并 且 可 把 递 推 假设 应 用 到 多 项 式 p 一 pn = po 十 … 十 prn_1. 由 此 得 80,:… ,Bn_1 
是 连续 映射 , 并 且 已 证 明 Z, 是 连续 的 , 于 是 (a) 得 证 . 

定理 6.4.1 的 证 明 完 成 . 

注意 ， 假定 赋 范 ev. E EARE. 那么 我 们 知道 任何 多 重 线性 映射 E” — F 
连续 . 因此 定理 6.4.1 中 的 条 件 (a) 总 是 成 立 . 由 此 可 见 , 当 E AARE, 任何 多 
项 式 y: E >F EER. 


7. ARRFA 


7.1. 定义 


设 巨 及 是 巴 拿 赫 空间 , 并 设 V 是 E 中 含 原点 O c E 的 开 集 . 设 有 整数 
n > 0, 并 设 有 映射 g :V 一 F; 如果 


lg) = (lel), 
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就 说 映射 g 在 原点 以 n Br 55 33837 (RAR n 阶 相 切 , 或 与 零 n 4830). 对 于 n= 1, 
又 得 到 了 映射 与 零 相 切 的 概念 (参照 2.1). 显然 , WR q 与 零 (n + 1) 阶 相 切 , g 更 加 
是 与 零 n 阶 相 切 . 

根据 这 一 概念 , 可 以 在 一 些 映射 Y — F 之 间 , 确定 一 种 等 价 关 系 ; 已 给 两 映射 
91 及 gz; WR g — 9 在 原点 与 零 n AH, 就 说 g 在 原点 与 g 是 n 相 切 . 


命题 7.1.1. 如 果 g:V — F # 8 5.35 38 n 相 切 , RMA 
(A... Az.g)(0)|| = o((llzi|| + + lenll”). (7.1.1) 
WE. 只 须 证 明 : 每 当 1 < à < … < ip < n, 就 有 
lg(zi + :+ Tio) = oC (lleill + :+ lenll)”; 
而 这 是 明显 的 . 
定义 ， 设 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 一 开 集 , 并 且 设 f : U 一 下 是 在 巴 拿 赫 空间 F 
中 取 值 的 一 个 映射 . 已 给 一 个 次 数 < n 的 多 项 式 y: E — F; 如 果 在 一 点 a € U, 
[f(a + z) — @(z)|| = o(llæl|”), 


换 句 话说 , 如 果 映 射 z — f(a + z) 在 原点 与 p 是 n 阶 相 切 , 就 说 y 是 f 在 点 a 的 
n 阶 有 限 展 开 式 . 

注意 ， 已 给 f, 不 能 确定 是 否 有 一 多 项 式 y 作为 f 在 点 a BJ n 阶 有 限 展开 式 . 
可 是 如 果 有 这 样 的 y, 它 就 是 唯一 的 ; 事实 上 : 

命题 741.2. 如 果 pl Z pa 是 在 点 4a 的 两 个 n 阶 有 限 展开 式 , 我 们 必然 有 
?1 = %2. 

ME. $ pl - pz = e. 那么 ç 在 原点 与 零 n 阶 相 切 .于 是 只 须 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 . 如 果 次 数 < n 的 多 项 式 p : 马 一 下 在 原点 与 零 n 阶 相 切 , 那么 y 恒 等 
TŽ. 

引 理 的 证 明 . 对 ” 递 推 证 明 . 对 于 = 0, 引 理 是 平凡 的 (事实 上 , 如 果 一 个 常 
量 是 o(1), EMEF). 假定 引 理 对 n — 1 正确 , 要 对 n 来 证 明 它 . 设 

P = Po 十 … pn; 


H (6.3.5), 有 
p> 1 
Pn(T1) Eo , Tn) = 机 An: ias Arn P; 


然而 已 假设 y 在 原点 与 零 n 阶 相 切 ; 因此 由 (7.1.1) 得 


[Az i Arnell = o((l|lzi|| +: + lenll”); 
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这 就 是 说 , 已 给 = > 0, 存在 着 n, 使 得 我 们 有 
[Gn(z1, Zn) < elller ++ + zn))™, (7.1.2) 


只 要 llzall ++ zs] < n. 但 (7.1.2) 对 任意 的 11, an 成 立 , 因为 Z, 是 多 重 线 
性 的 , 我 们 有 

[En AT1, ,AZzn)l = AP Gn (z1, En), 
又 因 e> 0 可 任意 选取 , 于 是 对 所 有 zi, za, 


@n (21, sQ , Tn) = 0. 


因此 pn = 0, 并 且 y 的 次 数 < n 一 1. 而 且 y 在 原点 是 与 零 (n — 1) 阶 相 切 . 应 用 递 
推 假设 , 可 见 函数 p 恒 等 于 零 . 证 完 . 

由 于 命题 7.1.2, 我 们 就 说 到 f 在 点 a 的 n 阶 有 限 展开 式 , 如 果 这 一 有 限 展开 式 
存在 的 话 ! 


连续 性 的 说 明 .， 显然, 在 原点 与 零 n 相 切 的 映射 , 必然 在 原点 连续 . 因此 如 果 
次 数 < n 的 多 项 式 y(x) 以 n 阶 相 切 于 f(z + a), 那么 由 在 原点 的 连续 性 可 导出 
f 在 点 a 的 连续 性 , 反 过 来 说 也 成 立 . 此 后 , 我 们 总 是 设 f 连续 ; 那么 f 的 nn NWAR 
展开 式 yp 是 连续 的 多 项 式 (因为 o 在 原点 连续 , 所 以 由 定理 6.4.1, p 处 处 连续 ). 

定义 ， 设 p = o 是 次 数 < n 的 多 项 式 , 并 且 设 p 是 一 整数 < n: 我 们 说 多 

i=0 
p 
项 式 Y `e, 是 按 p FAB y 而 得 . 
?一 0 

命题 7.1.3， 设 连续 映射 f: U 一 下 在 点 aer 有 一 m 阶 有 限 展开 式 o. 那么 
如 果 y 是 按 p(< n) 阶 截 断 y 而 得 , 那么 y Æ f 在 点 a 的 p 阶 有 限 展开 式 . 

ME. 设 yp = 》 yi; 齐 次 多 项 式 wi 是 连续 的 , 因而 


?一 0 
2i(z) = o(||z|!°); 


于 是 如 果 i > p, 就 有 
A, (z) = o(||z||?), 


因此 


了 


læ +a) -$ va) Fea J- Xeila) )|+| 5 @,(2)||, 


i=1 i=p+1 


上 式 右边 是 o(|lzll") + o(||z|P), 从 而 更 加 是 o(||z||P). 证 完 . 
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命题 7.1.4. 如 果 f:U — F ik. 并 且 在 点 wsU A n 阶 有 限 展开 式 
plz) = >》 e, (a), 
¿=0 
我 们 有 
|(Ax1 -+ A... f)(a) — n!Pn (21, Zn 三 olzall + + lenll”). 
WE. 对 映射 
g(z) = f(x + a) - p(z) 
应 用 命题 7.1.1, 并 且 注 意 到 由 (6.3.5). 
Az, Ap=mlon(zl ,Zn). 


评论 。 在 连续 映射 了 在 点 a 有 n 阶 有 限 展开 式 条 件 下 , n 阶 差分 Az,… A, f 
“显著 地 ”是 xz1,… , zn 的 对 称 多 重 线性 (并 且 连 续 的 ) 映射 ;“ 显 著 地 ”表示 误差 是 
阶 数 > ”的 “无 穷 小 ", 准确 地 说 , 误差 是 


o((|lzi| + + lenll”). 
7.2. f EA a 处 ”次 可 微 情形 


在 这 种 情形 下 , 泰勒 公式 (定理 5.6.3) 准确 地 表明 f 在 点 a A n 阶 有 限 展开 

式 y: I 
. i=0 
其 中 pi(z) = T fO (a) (x, z). 于 是 o, 是 与 对 称 多 重 线性 映射 
z: 一 一 一 

个 z 
i = 31O 0) e (B; P) 
相连 带 的 齐 次 多 项 式 . 由 这 一 事实 及 命题 7.1.4 可 立即 导出 : 

命题 7.2.1， WE f:U 一 下 在 点 a 是 n 次 可 微 的 , 我 们 有 

MA. Az, f)(a) 一 f™(a) (riy En) = o((|zi| H znl”). (7.2.1) 


评论 ，f 的 n 阶 差 分 在 点 a PEW” ET f 在 点 a 的 n 阶 导出 映射 .“ 显 著 
地 ”的 意义 与 上 面 的 解释 相同 . 


习题 ， 设 f :U — F 是 连续 映射 ,U 是 原点 O e E 的 一 个 星 形 邻 域 . 假定 n BT 
导出 映射 f0) 存在 , 并 且 对 于 ze U,0 <t < 1, 


f (tz) = t" f (z). 
那么 f 是 次 齐 次 多 项 式 . 
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7.3. 有 限 展 开 式 的 运算 


加 法 ， 设 f:U 一 了 及 g:U 一 卫 是 两 个 连续 映射 (U 总 是 表示 巴 拿 赫 空间 
中 的 一 个 开 集 ). WE f 在 点 a e U 有 一 个 n 阶 有 限 展开 式 y, 并 且 如 果 ç 在 点 
a € U 有 一 个 n 阶 有 限 展 开 式 y, 那么 e + 0 Z: f + g H n KERERE. [证 明 请 
读者 作出 .] 

Rk. R E,F,G, H 是 巴 拿 赫 空 间 , 并 且 设 S: F xG 一 古 是 连续 双重 线性 映 
射 . W U 是 EE 中 的 开 集 , 并 且 设 

J:U—ƏF g:U—G 
是 两 个 连续 映射 . 它们 关于 ó 的 “乘积 ”是 由 下 式 确定 的 映射 
h(x) = $*(f(z), 9(z)). 

命题 7.3.1. 用 上 面 的 记号 , 假定 f 在 点 a c U 有 一 个 n 阶 有 限 展 开 式 p,g 在 

点 a 有 一 个 n 阶 有 限 展开 式 Y. 考虑 来 积 多 项 式 
A(z) = @(e(z),%(z)), 
并 且 把 它 按 n 阶 截 断 . 这 样 得 到 的 多 项 式 几 : 羽 一 昌 是 hh 在 点 a 的 n 阶 有 限 展 
开 式 . 
证 .我 们 有 

f(z +a) = e(z)+r(z), g(t+a)= V(r) + s(x), 

而 且 
|IIr(z)|| = o(||lz||”), s(z)| = o(lIz|"). 
于 是 
(F(z +a), g(x + a)) — (y(x), #(z)) 
= @(e(z),s(z)) + (r(x), (7)) + $(r(z), s(z)). 

设 A = | (一 个 连续 双重 线性 映射 的 范 数 ; 参看 1.8). 我 们 有 


l|@(e(z),s(z))|| < Alle(z)|| - ls(z)|| = o(||zl|!"), 
|@(r(z),%(z))|| < Allr(z)|| Cell = ollz”), 
| @(r(z),s(z))|| < Al|r(z)|| : |ls(z)|| = o(llæll”), 


|@*(/f(z + a),g(z + a)) — *(e(z),20(z))|| = o(||z||”). 
既然 多 项 式 X(z) = llr), pla) 与 多 项 式 ux) 之 间 的 差 是 ollel). 命题 由 此 


得 证 . 
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7.4. 两 个 有 限 展开 式 的 复合 


设 E, F,G 是 三 个 巴 拿 赫 空间 , HER U 是 互 中 的 一 个 开 集 ,站 是 下 中 的 一 个 


开 集 . 考虑 两 个 连续 映射 
ey G; 


FEHI h=gof: U — G. 假设 f 在 点 a € U # n 阶 有 限 展 开 式 y, 并且 ç 在 点 
b= f(a) € V A n 阶 有 限 展开 式 y. 我 们 要 证 明 h ÆA a A n 阶 有 限 展开 式 , 并 且 


要 用 y K % “计算 ”这 一 有 限 展开 式 . 
由 假设 , 我 们 有 


f(a+z)= b+ Y yila) + r (z), 


i=1 


其 中 w 是 i 次 齐 次 多 项 式 , 并 且 ||Ür(z)|| = ollel). 同样 ， 
g(b + y) = g(b 四 -2 lls(y))| 


令 
y = yeilz) +r(a), 


?一 | 


我 们 有 


h(a +z) = g(f(a + z)) = 9(b + #). 


(7.4.3) 表明 llyl = CUlzl), 从 而 
| 


s(y)|| = o(llæl”). 


= o(|lyll”). 


如 果 在 (7.4.2) 中 , 把 y 用 (7.4.3) 中 所 给 出 它 的 值 来 代替 , 就 得 到 
h(a + z) = h(a) + Lh > gi (z) + r (z) 路 + o(llz||”) 


余下 要 证 明 映 射 
Pj (Sa Oi(Z) + r( 网 
1 


中 每 一 个 与 z 的 一 个 多 项 式 的 差 是 o(||z||?). 然 
p; (u) = s. , u); 


Pj (Ero tr) =} (ee A ,2 vla) +r(x 


(7.4.1) 


(7.4.2) 


(7.4.3) 


(7.4.4) 
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如 果 应 用 abp; 的 多 重 线性 来 展开 , 我 们 就 得 到 许多 项 的 和 式 ; 其 中 一 些 项 的 形状 是 


W; (ea (2), Pia (z),: pi; (2)), (7.4.5) 
整数 1,… i; 中 每 一 个 > 1, 并 且 < n; 另 一 些 项 至 少 在 一 处 包含 r(z): 
A toa ,r(£), =). 
然而 因为 ræ) = o(||z||”), 并 且 y 是 连续 多 重 线性 的 , 所 以 上 述 含 r(z) 的 各 项 是 


o(llzll™). 
最 后 , 我 们 得 到 : 


lh(a +z) — h(a) — $ Ú; (ea (z), : `: , pi (z))|| = ollel”). 


j=l i-i; 
现在 要 证 明 : 每 个 形 如 (7.4.5) 的 映射 是 i titti 次 齐 次 多 项 式 ; 这 些 齐 次 多 
项 式 的 和 是 一 多 项 式 , 并 且 如 果 把 这 多 项 式 按 n 阶 截断 , 就 得 到 万 = g o 的 n 阶 有 
限 展开 式 . 而 我 们 有 
yi (pi (z), “pi (z)) = yi (@ (z, S £); ii ) Pi; (z, Ds ,£)), 
并 且 这 正好 是 与 多 重 线性 (而 且 一 般 不 对 称 ) 映射 
C (z1, 7 , Zi), bir. , Pi; ( ii izpiz )) 


相连 带 的 it- ti 次 齐 次 多 项 式 . 总 之 , 映射 h = go f 在 点 a 的 n 阶 有 限 展 开 
式 是 多 项 式 


(7.4.6) 


h(a) + > 


j=1 


| Dp on) 


iii; sn 


7.5. 计算 复合 映射 的 逐 阶 导出 映射 


如 同 在 7.4 段 中 一 样 , 总 是 设 U — V G. 假定 f 在 点 a Æ n KTN, 并 
H g ER b Æ n 次 可 微 的 . 我 们 知道 (定理 5.4.2) h = go f 在 点 a E: n 次 可 微 的 . 
我 们 要 得 到 一 种 方法 , 可 借助 导出 映射 f(a) 及 gG)(b),1 < í < n,1 < ; <n, KH 
确 地 算出 h(a) (对 称 n 重 线 性 映射 pn — G). 

原则 .利用 泰勒 公式 , BSE f 及 9 的 有 限 展开 式 . 如 同 在 7.4 段 中 那样 由 此 导 
出 h 的 有 限 展开 式 . 这 有 限 展开 式 的 合成 ”次 齐 次 多 项 式 实际 上 是 


1 
hla) - (x. r): 
(0) (z, +: ,2); 


于 是 我 们 得 到 h(a) . (x, , z); 并 且 从 此 追溯 到 hl" (a)(z1,… en) [连带 于 一 个 
齐 次 多 项 式 的 对 称 多 重 线性 映射 ]. 
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作为 例子 , 现 对 n = 2 情形 作出 计算 
f(e +a) = f(a) + f'(a) s+ 3f" (0) (a) + 
gl +b) = g) +O) y+ 39(b) H 


采用 7.4 段 中 记号 ， 5 人 a) . (z - 1) 等 于 二 次 齐 次 多 项 式 : 


~ ~ 


Wi(pa(Z)) + p2(p1 (z), pı (2)). 


在 这 里 
pı = 9'(b), 2 = 39" (0), 
pi = f'(a) e pal) = Zf") (m2). 
因此 有 


Zh" (a) ` (z,z) = 2g'(b)(f”(a) ` (z,z)) + 39") ` (F(a) z, f'(a) ` 2) 
上 式 左边 的 两 倍 是 与 对 称 双 线性 形式 
(z1, £2) œ h” (a) - (z1, z2) 
相连 带 的 二 次 多 项 式 . 右边 的 两 倍 是 与 对 称 双 线 性 形式 
(z1, £2) = g'(b) - (f'”(a): (gi.z2)) + g” (b) - (fF (a): £1, f'(a) - z2) 

相连 带 的 二 次 多 项 式 . 由 此 最 后 得 到 用 对 称 双 线性 映射 E x E — G 表示 h(a) 的 
公式 : 

h(a) - (21,22) = g'(b)  (F" (a) ` (zu, 22) + g") (F'(a) 2, f'(a) aa)| (75.1) 


注意 ， 假 定 B= R, = R; 了 是 单 实 变量 数值 函数 , 9 是 (在 G 中 取 值 的 ) 单 实 
变量 映射 . 在 这 种 情形 下 , f'(a) 及 f'(a) 是 R 中 的 元 素 ; g (b) 及 g”(b) 是 G 中 的 元 
素 , 而 且 h”(a) 也 是 这 样 . 于 是 公式 (7.5.1) 可 写成 

h” (a) = f" (a) g (b) + (f(a)) - g” (b). 
(上 和 式 右边 是 G 中 两 个 元 素 分 别 乘 以 纯 量 的 和 )， 


8. 相对 极 大 与 极 小 


在 本 节 中 , 我 们 考虑 取 数 值 的 连续 映射 f: 7 一 R;U 总 是 表示 巴 拿 赫 空 间 E rH 
的 开 集 . 


8. 相对 极 大 与 极 小 . 85. 


8.1. 相对 极 小 的 第 一 个 必要 条 件 
EX. WRA we U 有 一 个 邻 域 V(V c U), 使 得 对 于 任何 与 a 不 同 的 ze V, 


f(x) > f(a); 


换 句 话说 , 如 果 U 中 满足 f(z) > f(a) 的 点 z 所 构成 集 是 a 的 一 个 邻 域 , 就 说 f 在 
点 a 取 相 对 极 小 . 
MRA a 有 一 个 邻 域 V(V c U), 使 得 对 任何 ze V, 但 z 与 a 不 同 ， 


f(z) > f(a), 


就 说 f 在 点 a 取 严 格 相 对 极 小 . 

相对 极 大 及 严格 相对 极 大 分 别 有 类 似 的 定义 . 要 使 f 取 相 对 极 大 (或 严格 相对 
RK), 必须 而 且 只 须 — f 取 相 对 极 小 (或 严格 相对 极 小 ). 此 后 我 们 只 讲 极 小 情形 , 请 
读者 将 所 讲 内 容 对 极 大 情形 进行 转述 . 

命题 8.1.1. 如果 f: U — R # a c U 取 相 对 极 小 , 并 且 f 在 点 a TH, 那 
Z f'(a) = 0 (相对 极 小 的 必要 条 件 ). 


证 .在 U = RR 和 情形, 即 f 是 单 实 变数 函数 情形 , 这 结果 是 经 典 的 , 我 们 注意 到 : 
如 果 有 极 小 , 右 导数 fala) 必然 > 0, 而 左 导数 及 (a) 必然 < 0. 由 于 假设 f 在 点 a 
有 导数 , 我 们 有 fila) = fila), 从 而 f'(a) = 0. 

在 一 般 情形 下 (U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 开 集 ), 任意 选取 向 量 he E; 考虑 单 实 
变数 t 的 函数 g(t) = fla + ht), EX |t| < 确定 , 其 中 e 充分 小 . 于 是 对 于 t= 0,g 
取 相 对 极 小 , 因此 g'(0) = 0; 而 

g'(t) = f'(a + th) : h, 
因而 f'(a):-h = 0. 这 个 式 子 对 任何 向 量 he ERAZ, 换 句 话说 线性 映射 六 (ao) :EE — R 
是 零 . 证 完 . 

注意 .我 们 深 知 对 于 可 微 数值 函数 f, 由 fla) 为 零 不 可 能 断定 f 在 点 a 有 相 
对 极 大 或 相对 极 小 . 例如 对 于 E = R? 及 a ERA, 取 f(z,y) = z2 y 偏 导数 fr 
及 f; ERRER, 可 是 f 在 原点 既 没 有 相对 极 大 , 也 没有 相对 极 小 . 

8.2. 相对 极 小 的 二 阶 条 件 
我 们 知道 任何 二 次 齐 次 多 项 式 
e: E — R 
(也 叫做 二 次 形式 ) 来 源 于 满足 下 列 条 件 的 唯一 对 称 双 线 性 映射 2: E x E R: 


plx) = @(z, z). 
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我 们 有 
s (@(ai + z2) — @(21) 一 P(Z2))， 


定义 ， 如 果 对 任何 z e E, 二 次 形式 y 满足 


@(z1, £2) = 


pla) 2 0, 


就 说 o 是 正 的 ( 记 作 yp > 0). 也 可 不 太 准 确 地 说 , 与 方 连带 的 双 线性 形式 是 正 的 ; 这 
只 是 表示 , 对 任何 z 8 E, 
p(x, z) > 0. 


回忆 经 典 的 施 瓦 英 不 等 式 


15(z, < e(z) - ply). (8.2.1) 
RE. 固定 z< E K v€ ,无 论 纯 量 和 ER K £ € R FZ, g(r + uy) > 0, 
展开 后 , 这 就 是 
A p(z) 十 2AHO(z;,y) 十 2p(y) > 0. 


上 式 左边 是 和 及 u 的 二 次 三 项 式 , 因此 它 的 判别 式 < 0; 由 此 得 不 等 式 (8.2.1).] 
(8.2.1) 的 推论 。 如果 y > 0, 并 且 如 果 对 于 一 个 ze E, RITE gle) = 0, 那么 
对 于 任何 y € E, 5(zx,y) = 0. 


定理 8.2.1. 设 f:U — R ŽES a € U 二 次 可 微 的 映射 (U 是 巴 拿 赫 空 间 E 
中 的 开 集 ). 如 果 f 在 点 a 有 相对 极 小 , 那么 我 们 不 但 有 f'(a) = 0 (命题 8.1.1), 而 
且 有 

f” (a) > 0. (8.2.2) 


当心 ! 条 件 (8.2.2) 表明 : 对 称 双 线 性 形式 fla) 是 正 的 ; 换 句 话说， 对 任何 
TEE, 
f'”(a)(z,z) > 0. 


证 . 由 于 f'(a) = 0, 由 泰勒 公式 得 
fla to) — f(a) = 2 f”(a) - (zz) +r(2), 
而 且 ||r(z)|| = o(||z||2). 既然 由 假设 , f 在 点 a 有 相对 极 小 , 只 要 ||z|| 充分 小 , 我 们 有 
f" (a): (z, z) + 2r(z) > 0. 
任意 固定 z, 并 设 t 是 一 实 变量 ; 对 于 |t| 充分 小 , 我 们 有 


f” (a): (tm, tz) + 2r(tz) > 0; (8.2.3) 
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然而 (固定 z), 我 们 有 


f” (a): (tr, tr) = t2f”(a) : (z, z) 
2r(t, z) = e(t,z)t2, 


其 中 e 随 着 t 趋 近 于 0. 由 (8.2.3) 48: 对 于 小 的 Itl, 
f” (a) : (z, z) 十 e(t,z) > 0, 
并 且 由 于 s 随 着 t 趋 近 于 0, 在 上 式 中 取 极 限 得 : 
F'ara > 0. 
证 完 . 
8.3. 严格 相对 极 小 的 充分 条 件 
事先 我 们 必须 略为 离 题 讲述 二 次 形式 . 设 yp 是 连续 二 次 形式 , 并 且 设 
P E HE; R) = Z(E; Z(E; R)) 
是 连带 的 连续 双 线 性 形式 .注意 Z(E; R) = E*, 即 巴 拿 赫 空间 E 的 (拓扑 ) 对 偶 
空间 . 
EX. Ú o 是 连续 二 次 形式 ; 如 果 5 e (E; E*) 实际 上 是 一 同 构 E 一 E* 
( 巴 拿 赫 空间 的 同 构 ), 换 名 话说, 如 果 g e Isom(E; E*), 就 说 o 是 非 退 化 的 . 
命题 8.3.1， 要 使 o 是 非 退化 的 , 必须 有 : 如 果 一 个 ze 五 可 以 使 得 对 于 任何 
VE E, 
plz, y) = 0, 
那么 z=0. 3# E RARER, 这 一 必要 条 和 件 也 是 充分 条 件 . 
证 . 对 于 线性 映射 
y > p(z, y), 
引进 记号 2; 换 句 话说 , Galy) = Zle, y). 广 所 定义 的 线性 映射 E 一 E* 准确 地 表示 
出 就 是 
T> @x. (8.3.1) 
说 p 是 非 退 化 的 , 就 是 说 (8.3.1) 是 从 E 到 它 的 对 偶 E* 上 的 同 构 . 如 果 是 这 样 , 线 
性 映射 (8.3.1) 的 核 化 为 0; 换 名 话说, 由 @, = 0 可 导出 z = 0. 这 正好 是 命题 中 所 
述 条 件 . 
反 过 来 说 , 这 条 件 表明 线性 映射 (8.3.1) 是 一 单 射 . 如 果 F 有 有 限 维 n, 我 们 知 
jË E* 也 有 有 限 维 n; 既然 从 E 到 E* 的 映射 (8.3.1) 的 核 是 零 , 于 是 这 映射 是 从 E 
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到 E* 的 一 个 双 射 . 因而 这 是 向 量 空间 之 间 的 同 构 , 又 因 逆 映 射 B* 一 E 是 连续 的 
(由 于 B* 有 有 限 维 ), 映射 (8.3.1) 是 Isom(E; E*) 中 一 个 元 素 ; 于 是 y 是 非 退 化 的 . 
证 完 . 

注意 ， 当 已 有 有 限 维 时 , AHMA E 到 E* 的 线性 变换 (8.3.1) 的 行列 式 Z 0, 来 
表示 o 是非 退化 的 , 这 里 E 及 E* 是 有 两 个 基 的 对 偶 . 上 述 行列 式 称 为 关于 互 的 
基 的 二 次 形式 的 判别 式 . 

现 设 y: E > R 是 连续 二 次 形式 , 而 且 它 同时 是 正 的 和 非 退 化 的 . 那么 对 于 任 
何 z Z 0, 我 们 有 

e(z) > 0. (8.3.2) 


事实 上 , WR yp(z) = 0, 那么 对 任何 y, p(x, y) = 0 (H (8.2.1)); 既然 p 是 非 退 化 
的 . 从 而 z = 0 (命题 8.3.1). 但 我 们 可 以 加 强 不 等 式 (8.3.2): 


定理 8.3.2. 如 果 p 是 非 退化 正 (连续 ) 二 次 形式 , 那么 存在 着 一 常数 入 > 0, 使 
得 对 任何 z c E, 
p(z) > Alz]. (8.3.3) 
W. ZEE ARARERE, 可 用 紧 性 的 理由 来 证 明 (8.3.3). 为 了 概念 明确 , 假定 
zll 是 欧 几 里 得 范 数 (已 知 任何 其 他 范 数 与 它 等 价 )， 设 y 是 单位 球面 , BB z e E 
HRE Jel = 1 的 z 所 构成 的 集 ; 这 是 一 个 紧 空间 .函数 o 在 2 上 连续 , 并 且 由 
(8.3.2), 对 任何 z € 2,p(z) > 0. 由 拓扑 的 一 个 经 典 定理 , p(z) 至 少 在 史上 一 点 达到 
它 的 下 确 界 A. 因此 入 > 0, 并 且 对 于 ||z|| = 1, 


p(z) 2 À. 


由 此 通过 位 似 变 换 立 即 导 出 (8.3.3). 
现 作出 另 一 证 明 , 它 适用 于 巴 拿 赫 空间 E 的 一 般 情形 . 既然 由 假设 z 一 2; 是 
一 同 构 E — 本 ,存在 着 p > 0, 使 得 对 任何 z 8 E 
llz|| < elll 


[Z| 表示 E* = Z(E;R) 中 的 范 数 ]. 固定 z € E, 由 E* 中 范 数 的 定义 , 我 们 有 


[zl = sup |Zz(y)| = sup [@(z,z)]|. 
lyl<1 lolsi 


因此 存在 着 y e E, 使 得 ||y|| < 1, 并 且 
¿o |z 
p(z, y)| > z Pell 


由 此 得 
| zl < 2u|@ë(z,)|. 


由 施 瓦 茨 不 等 式 (8.2.1), 因而 有 
||z||? < 426(z)e(). 


PS llull < 1, 我 们 有 loo) < M (固定 的 数 ); 这 是 因为 o 在 单位 球 上 连续 , 从 而 有 
界 . 于 是 
||” < 42 M o(a); 


取 入 = 1/(4y2M), 就 证 明了 (8.3.3). 
我 们 现在 能 给 出 严格 极 小 的 一 个 充分 条 件 : 


定理 8.3.3. 设 f:U 一 民 是 在 点 aeEU 二 次 可 微 的 映射 如 果 f'(a) = 0, 并 
且 如 果 f”(a) 是 正 的 , 并 且 是 非 退 化 的 , 那么 f 在 点 a 有 严格 相对 极 小 . 


证 ， 由 泰勒 公式 , 我 们 有 
Fla +a) — f(a) = 3 f”(a) ` (z,z) + e)la, 
其 中 e(x) 随 着 z 趋 近 于 0. 由 定理 8.3.2, 存在 着 À > 0, 使 得 
f”(a) (ea > all. 


因此 š 
f(a+z)— Fa) > [2 +e) Iel? 
只 要 lel 充分 小 , RITE XM2 + s(z) > 0; 如 果 还 有 z Z 0, 就 得 到 
J(a + z) — f(a) > 0. 

证 完 . 
习题 

习题 1]， 设 五 是 实数 域 上 的 赋 范 向 量 空间 . E 中 任何 子 向 量 空间 H 如 果 有 余 
维 数 1 (BI E/H 的 维 数 是 1), 那么 H 就 叫做 超 平面 . 

(a) 证 明 E 的 子 向 量 空间 的 附 贴 是 子 向 量 空间 由 此 导出 : 超 平面 或 者 是 闭 的 ， 
或 者 在 E 中 是 处 处 稠密 的 . 

(b) 设 u Æ E 上 的 线性 形式 . 证明: u 不 连续 必须 而 且 只 须 存在 着 一 个 序列 
(za) C E, 对 于 了 > œ, £n — 0, 而 对 于 任何 mw ulzn) = 1. 


(c) 设 zo € B 是 有 范 数 1 的 一 个 向 量 , 设 H 是 zo 所 产生 的 E 中 向 量子 空间 
的 代数 补 集 , 那么 对 于 任何 z e E, 我 们 有 唯一 的 分 解 


z = t(z)zo + y(2), 
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其 中 上 及 y ÆA E TIE RA H KREKRY. HEBH £ K y 是 连续 的 必须 而 且 只 须 
H 是 闭 的 . 

(d) 设 u Æ 巨 上 的 线性 映射 证 明 ú 是 连续 的 必须 而 且 只 须 它 的 核 H = 
u-1({0}) 是 闭 的 . 

习题 2， 设 五 是 满足 下 列 条 件 的 所 有 实数 序列 x = (£, )=x>o 构成 的 巴 拿 赫 空间 : 
im ên = 0, 并 且 范 数 是 ||>|| = sup Enl. 对 于 任何 整数 m > 0, 令 em = (ômn)nz0 € 
E, 其 中 bmm 是 克 罗 内 克 记 号 (如 果 m Z n, Smn = 0, 并 且 ó; = 1). 

(a) 证 明 对 于 任何 z = (6,) € E, 级 数 了 收敛 , 并 且 级 数 和 z e E. 


n=0 
设 u Æ E EWERRHEER: $ ulen) =m. 证 明 实数 序列 (Mm)nz0 可 和 , 并 
且 线 性 形式 u 的 范 数 等 于 


OO 
luli = > Iml. 


由 此 导出 : E 的 拓扑 对 偶 E* = Z(E; R) 与 实数 可 和 序列 的 空间 R) 等 同 ， 
T1(R) 中 的 范 数 待 确定 . 

(b) 应 用 上 述 同样 方法 , 证 明 : 在 F+ 上 连续 线性 形式 的 向 量 空间 E** 与 有 界 实 
数 的 所 有 序列 z = (Gn)nz0 构成 的 空间 Tee (R) 等 同 , 后 一 空间 的 范 数 是 


llzl| = sup lsnl. 
n20 


习题 3. Æ R” 中 ,陆续 取 下 列 三 范 数 |zl| = (£2)? lel = Zle: lel] = 
sup |z,|,z = (£1, ,zn) € R”"， 在 每 种 情形 下 , 确定 使 映射 z — ||z|| 可 微 的 点 


l<ign 
所 组 成 的 集 . 

习题 4. Ù E = @(la,b], R) 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 所 组 成 的 巴 拿 赫 空 间 ， 
它 的 范 数 是 


m= aD, |f (æ). 


iZ y: R — RÆ C2 类 映射 . 证 明 映 射 f — j° o(f(z))dz ÆA E #lJ R 的 可 微 映射 . 
这 映射 总 是 属于 C1 类 吗 ? 

习题 5. Ú Q c R" 及 cR” 是 两 个 非 空 开 集 , FE f JA Q 到 Q' 上 的 一 
个 双 射 , BE f RIT ERR 内 分 别 可 微 . 

利用 复合 映射 的 导出 映射 , 证 明 n= m 

习题 6， 设 f 是 单 实 变量 、 并 取 实 值 的 凸 函数 . 证 明 f 在 每 点 有 左 导数 及 右 
导数 . 

习题 7， 设 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 一 个 凸 开 集 , 并 且 f 是 从 U 到 R 的 一 个 可 
微 映射 . 


习 题 “ 91. 


(a) 证 明 f # U 中 是 凸 的 必须 而 且 只 须 对 于 任意 一 对 点 z, zo € U, 
f(z) > f(zo) + f'(zo)(z — zo). 
(b) BRE E =R", 并 且 f EF C2 类 ; 对 于 z e U, 设 o, 是 由 


—  (m)hih;j h= (h, ha) € R" 
j 


确定 的 二 次 形式 . 证 明 : f 在 U 中 是 凸 的 必须 而 且 只 须 对 于 任何 z e U, o; 是 正 的 ， 
亦 即 对 于 z EU K he R", pz(h) > 0. 
习题 8. W f 是 在 巴 拿 赫 空 间 E 中 取 值 、 并 在 开 区 间 了 内 属于 C1 类 的 映射 
| fa- elw 如 果 z Z y; 
(z, z) = f i 
(a) 证 明 g 在 Tx 了 内 连续 , HEHE Ix I— | {r,r} 内 属于 C1 类 . 


ZET 
(b) 如 果 f7(zo) 在 zo € 了 存在 , 证 明 g 在 (zo, zo) 可 微 (对 下 列 映射 应 用 有 限 
增 量 定理 
F(E) — z(a Í) - 之 二 7 人 oo 
习题 9， 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 中 一 个 凸 开 集 , 并 且 f 是 在 U 内 取 实数 值 的 可 微 
凸 映射 . 证 明 如 果 在 一 点 zo € U, f'(zo) = 0, 那么 f 在 zo 有 一 绝对 极 小 . 
习题 10， 设 f 是 从 闭 区 间 fo b] 到 巴 拿 赫 空间 E 中 的 连续 映射 并 且 在 区 间 
la b| 中 每 一 点 有 连续 右 导 出 映射 ， 把 有 限 增 量 定理 应 用 于 映射 g(t) = f(t) — (t — 
如 ) 玉 (to), 证 明 f Æ ]a,b| 中 属于 O01 类 . 
习题 11， 设 f 是 从 区 间 Ja, b| 到 巴 拿 赫 空间 E 的 C1 类 映射 . 证 明 如 果 f 在 
to cla, b 有 二 阶 导 出 映射 , 那么 当 h,k — 0 时 ， 
C0) 
趋 近 于 f(t). (引进 映射 
glu) = f(to +u + k) — f(to +u) — ukf" (to), 
证 明 : 对 于 任何 e > 0, 存在 着 n, 使 得 由 |u| < 及 |k| < 可 导出 
jg Cw < elul + |k|) ) 


习题 12， 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 一 个 凸 开 集 , 并 且 设 f : U FEEBS 
空间 F 中 取 值 的 可 微 映 射 . 证 明 如 果 导 出 映射 f: U 一 Z(E; F) 是 常量 , 那么 /是 
一 个 常量 及 一 个 连续 线性 映射 的 和 . 
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习题 13， 证 明 下 列 性 质 : 如 果 U E n 个 巴 拿 赫 空间 的 积 F, x... x E, P 
一 个 开 集 , 如 果 f: U FEU 中 任何 点 有 偏 导 出 映射 6f/6z;, 并 且 如 果 映 射 
0f/0zi:U > @(E,; F) 在 点 a 连续 , 那么 f 在 a 严格 可 微 (参看 3.8). 

习题 14， 设 f 是 从 巴 拿 赫 空间 的 一 个 开 集 U 到 一 个 巴 拿 赫 空 间 F 的 映射 . 假 
定 在 与 某 一 点 a € U 不 同 的 任何 点 z 8 U, f 可 微 , 并 且 当 z 趋 近 于 a 时 ,从 U 到 
(E; F) 映射 z 一 f(z) 有 一 极限 , 证 明 f 在 a 严格 可 微 (参看 3.8), 并 且 


f'(a) = lim f(x). 
ta 
习题 15。 设 了 是 从 闭 区 间 [a,4] c RR 到 巴 拿 赫 空 间 E 的 一 个 连续 映射 ; 假定 f 
在 任何 点 z slo, 有 右 导 出 映射 . 证 明 存在 着 € cla, b|, 使 得 


|/(b) — f(a)|| < (b — allfa. 


l k = ||/(b) — f(a)||/(b — a) > 0, 假定 对 于 任何 点 z Ela, bl, 4(z) < k. 于 是 存在 
着 zo Ela, b| 及 h > 0, 使 得 || f(zo + h) — f(zo)|| < kh; 对 闭 区 间 Ja, zo] 及 [zo + h, b] 
应 用 有 限 增 量 定理 , 就 要 得 到 一 个 矛盾 .] 

习题 16. (经 典 有 限 增 量 定理 ). 

(a) 设 函 数 f 在 闭 区 间 [a, b| 上 确定 、 连 续 、 取 实数 值 , 并 且 在 Ja, b| 内 可 导 , 还 
满足 f(a) = f(b) = 0. 证 明 存 在 着 ccla, bl, 使 得 f'o = 0 ( 罗 尔 定理 ). 

(b) 设 函 数 f 在 闭 区 间 [a,b] 上 确定 、 连 续 、 取 实数 值 , 并 日 在 Ja,b[ 内 可 导 , 证 
明 存 在 着 c eja, bf, 使 得 

f(b) — f(a) = (b — a) f(c) 


(经 典 的 有 限 增 量 定理 ). 
(c) 证 明 : 对 于 实数 a 及 凡 az 尖 ,不 存在 任何 实数 c, 使 得 


eeta, 


由 此 得 : 经 典 的 有 限 增 量 定理 不 能 应 用 于 向 量 值 映 射 . 

习题 17， (a) RRA f 在 闭 区 间 [a,b] 上 确定 、 取 实数 值 .连续 , 并 且 在 Ja, b[ 内 可 
F 应 用 经 典 的 有 限 增 量 定理 (参看 习题 16), 证 明 如 果 对 于 任何 z Ela, bl, |f (2| > o, 
那么 我 们 有 |f(b) — f(a)| > alb- a). 

(b) 证 明 : 如 果 在 (a) 中 , 把 导数 换 成 右 导 数 , 或 者 如 果 考 虑 向 量 值 映射 [可 考虑 
f= (fa, f2), 其 中 f, = acoszx, fs = asin z), 那么 (a) 中 的 结果 不 继续 成 立 . 

(c) 证 明 对 于 取 实 数值 、 并 满足 (a) 中 假设 的 函数 , 取 zo Ela, bl, 导数 f'(zo) 是 
f'(z) 对 z — zo 的 附 贴 值 [可 把 (a) 中 结果 应 用 于 函数 g(z) = f(x) — (z —zo)f'(zo)]. 

(d) 证 明 对 于 取向 量 值 的 映射 , 这 结果 不 正确 . 


考虑 确定 如 下 的 映射 f = (f, fo) 


filz) = z2sin1/z XF #0, fı(0)= 0; 
pla) = 2001/2 F240, (0) = 0, 


证 明 在 f'(z) 的 值 组 成 的 集中 , f0) 是 孤立 点 . 
习题 18， 设 马 是 巴 拿 赫 空间 ; 用 F 表示 巴 拿 赫 空 间 Z(E; E). 
(a) 证 明 : 对 任何 整数 n, 从 F E) 的 映射 z — z" 属于 Coee 类 . 由 此 导出 : 映 
射 z — expz = > ` (z /n!) 属于 C” 类 . 
n>0 


(b) 证 明 : z expz 实现 从 0 的 一 个 邻 域 到 1g 的 一 个 邻 域 上 的 一 个 Cee 微分 
同 胚 ; 对 于 与 15 充分 接近 的 y, 逆 映 射 确定 如 下 : 


y=- E 


ni 
J719. D E K F EMERHZN, U 是 E 中 含 原 点 O 的 一 个 开 集 , 并 且 设 
A: U m (E; P) 
是 属于 C! 类 的 一 个 映射 . B: 一 下 是 确定 如 下 的 映射 : 
B(z) = A(z) x. 


证 明 : 如 果 4(0) = Isom(E; F), 那么 在 E 中 存在 着 O 的 一 个 邻 域 V, 而 且 在 F rB 
存在 着 O 的 一 个 邻 域 W, 使 得 B 是 从 V 到 W 上 的 一 个 C1 微分 同 胚 . 

习题 20， 设 已 是 实 希 尔 伯 特 空间 , 并 且 f EA E 到 它 本 身 的 一 个 C1 类 映射 ， 
而 且 对 E 中 任何 x 及 h(a > 0), 


(F(z): h|h) > a(h|h). 
(a) 把 经 典 的 有 限 增 量 定理 应 用 到 映射 
plt) = (Ftb + (1 — t)a)|b — a), 
证 明 : 对 于 a,b 8 E, 我 们 有 
(FŒ) — f(a)|b — a) > a(b — a|b — a). 


由 此 导出 : f 是 闭 映射 . 

(b) WH f'(z) 在 E 中 有 稠密 的 像 , 而 且 对 任何 z € E 是 双 射 . 由 此 导出 fr 是 
开 有 映射 . 

(c) 证 明 f E&M E #] E EñBñj—  C' 类 微分 同 胚 . 
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习题 21. E E, F, P, G BRIZ = 间 ， FEHI B ÆA F. x F, 到 G 的 一 个 连 
续 双 线性 映射 . 证 明 : 如 果 f K 9 是 从 开 集 Q CEDA F, 及 F, 的 Cm 类 映射 
那么 映射 B(f,g) (对 z, 相应 地 有 B(f(zx), g(x))) 属于 Cm 类 ; XF k < m, 有 公式 


(B(f,9)) 9(z)(a ,uk) = Op u1, Uk). 


(J 表示 {1,2, ,k} 的 子 集 所 构成 的 集 ). 
记号 : 设 (u, uk) € Ek. 并 且 设 J = {i, iy) C {1,2,… ,k}， 如 果 
K = {7 ,Jk—p} 是 J 在 (1,::: 22 中 的 余 集 ， = 


B;(z; u, x , Uk) = B(f)(z) i (vi, oe ,Win ), JETP (z) (Vir ,Ujk-p)): 


习题 22， 设 忆 及 下 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 ,并且 9 是 g 中 的 一 个 开 集 . 考虑 从 
Q PF HEF Cr 类 的 映射 f, 还 设 对 于 r e Q, f(z) 及 所 有 导出 映射 Fo(z)(l < 
k < p) AF. 把 所 有 这 样 的 f 组 成 的 向 量 空间 记 作 @ (Q, P). 

(a) 对 于 f e EPQ, F), 令 


Ifl = sup(|/(z)| + |Z) Ls), 


证 明 || f ||, 是 8?(Q, F) 上 的 一 个 范 数 ; 对 于 它 , 这 空间 是 完备 的 . 

(b) 证 明 对 于 p > 2, 映射 f -> f' 是 从 Er, P) 到 #@2—1(Q, @(E, F)) 的 连续 线 
性 映射 . 

习题 23. Ú f 是 从 心 为 zo 的 开 区 间 7 到 巴 拿 赫 空 间 E 的 Ce 类 映射 , 假定 
偶数 阶 导出 映射 在 I 内 有 下 列 形状 的 估计 式 


[40 (DN < M (2n)!k", 


其 中 M 及 是 与 nn 无关 的 常数 . 

对 于 奇数 阶 导出 映射 , 由 此 可 导出 怎样 的 估计 式 ? 利用 这 些 估 计 , 证 明 f 的 泰 
勒 级 数 在 待 确定 的 zo 的 一 个 邻 域 中 任何 点 收敛 于 f(z). 利用 二 阶 泰勒 公式 估计 差 
式 o(zo+ 门 -olz) 及 @(zo — h) 一 gp(z), 可 以 证 明 ; 如 果 在 [zo — h, zo + h] 的 一 个 
邻 域 中 是 C? 类 映射 , 而 且 lyell < A, Dll < B, 那么 对 于 这 区 间 中 任何 z, R 
们 有 

lo (x)| < A/h + Bh] 


习题 24. (a) 考虑 从 R 到 它 本 身 的 下 列 映射 y = (p1, P2, P3): 


Pı (z, Y, z) a e?Y 二 22 
p2 (z, 1, z) = e 3 ex; 


03(2Z， y, z) =< 7, 


习 题 -95 - 


显示 像 集 (R?) 的 特征 , 并 且 证 明 yp 是 从 R 到 oR?) AAE. 
(b) É: F = (PY, Fo, Fs) 是 下 列 各 式 确定 的 从 R3 到 它 本身 的 映射 : 


F, (8, y, z) = cz- 人 2 4 ea 
FP,(z,u, z) 一 e2z + e?” — 2Xez_u, 
F(x,y, z) = e°? + e2y — 2ey 7. 


证 明 F 可 写成 这 种 形式 F = G o o, 其 中 G 是 一 个 待 确定 的 映射 . 证 明 要 FF 是 从 
R? 到 它 的 像 上 的 一 个 微分 同 胚 , 必须 而 且 只 须 入 > 0. 
习题 25. i U 是 R 中 一 个 开 集 . 
(a) i w ÆM U 到 RR? 的 一 个 C2 类 映射 , 上 且 满足 02w/68uBy 在 U 中 不 为 零 . 
证 明 下 列 方程 组 可 局 部 地 解 出 v 及 o. 


ðw 
z By hg) 

(1) ai 
v= Ju © y), 


并 且 计 算 映 射 (z,y) (u,v) 的 雅 可 比 行列 式 . 

(b) 设 (x,y) > (u(x, y), v(£,y)) 是 从 UU FI R? 的 一 个 C1 类 映射 , 它 的 雅 可 比 行 
列 式 等 于 1, 而且 Owu/6z 在 U 内 不 为 零 , 证 明 局 部 地 存在 着 一 个 C2 类 函数 w, 使 我 
们 有 8226 /6udy Z 0 以 及 (1). 

(c) 局 部 定 出 从 过 到 R? 的 所 有 C1 类 映射 (x,y) (ulz, y) vlz, y), 使 它们 的 
雅 可 比 等 于 在 U 内 不 为 零 的 已 给 函数 ple, y), 并 且 Əu/Ərz Z 0. 

习题 26， 设 下 :了 "一 及 是 Cm 类 的 一 个 映射 , 并且 


S aij = > (32FV8zi8z) (0). 应 用 例如 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 , 证 明 存 在 着 Cm-? 
类 函数 gij, 满足 gij = gj;i,9i;(0) = a; JE R. 


F(x) = 5 gij(z)zizi, x= (z1, z") € R". 
i, j=1 
习题 27， 设 Eo 是 在 [0,1] 上 连续 实 值 函数 所 组 成 的 向 量 空间 ， 它 的 范 数 是 
|fllo = 上 lfz)l; E, 是 在 [0,1] 上 属于 C1 类 、 且 满足 f(0) = 0 的 实 值 函数 所 组 


成 的 向 量 空 S$, 它 的 范 数 是 Ifl = Koai 


证 明 由 yf) = f' + f2 所 确定 的 映射 p: E => Eo 是 从 Bi 中 原点 的 一 个 邻 域 
V 到 Eo 中 原点 的 一 个 邻 域 W 上 的 一 个 Ce 微分 同 胚 (考虑 p'(0)). 计算 逆 映射 
pW > V 的 一 阶 及 二 阶 导 出 映射 . 
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习题 28， 设 yp: 一 下 是 巴 拿 赫 空间 之 间 的 映射 , 而 且 y 在 E 中 每 条 仿 射 直 
线 上 的 限制 是 连续 的 . 证 明 : 如 果 对 任何 z1,… ,zn € E, 


Au aa A... P 


是 z 的 恒 等 于 零 的 映射 , 那么 o 是 次 数 < n — 1 的 多 项 式 . 

我 们 递 推进 行 论证 ， 对 于 n = 2, 令 g(z) = olz) — p(0); 证 明 g(z1 + z2) = 
g(z1i) + g(zo), 然后 用 从 R 到 F 的 任何 可 加 连续 映射 是 线性 的 这 一 事实 . 对 于 n> 2, 
证 明 映 射 

jh(z3，… , £n, z) = A, Az, p(T) 
是 (n — 1) 重 线性 对 称 映 射 F(x, x3,… ,zn) 及 一 常量 (与 z 有 关 ) 的 和 ; 然后 比较 
y (u) 与 多 项 式 F(y,… ,y)/(n— 1). 
习题 29， 设 f 是 从 开 区 间 I c R 到 巴 拿 赫 空间 E 的 连续 映射 . 
(a) 假定 存在 着 从 了 到 R 的 两 个 映射 g 及 go, 使 得 当 h — 0 时 ， 


2 
5 |f( + h) — f(e) -po 一 二 oa 


2 
在 了 中 所 含 任何 紧 集 上 一 致 趋 近 于 零 . 


今 


Anf (x) = f(z + h) — f (z), 
ArAn f(z) = Arf (z + h) — Arf (z). 
证 明 当 hh 一 0 Bf. 
nAnf lz) 
h2 

在 工 中 任何 紧 集 上 一 致 收敛 于 g(x), 并 且 g 是 连续 的 . 

由 此 导出 ; 4 h — 0 时, Anf(z)/h 在 了 中 任何 紧 集 上 一 致 收 伍 于 g(x), 而 且 gi 
是 连续 的 . 

证 明 f 在 了 中 属于 C2 类 . 

(b) 证 明 由 下 列 两 式 确定 的 函数 


f(z) = xš sin = 对 于 z Z 0, 
f(0)=0 
在 原点 有 二 阶 有 限 展开 式 , 但 f 在 原点 不 是 二 次 可 导 . 这 样 , 只 有 在 任意 紧 集 上 有 收 


敛 性 情形 下 , 才能 由 有 限 展 开 式 存在 导出 导数 存在 . 
习题 30. 考虑 下 列 各 式 确定 的 映射 o; R? 一 R2; 


= (u(r Q z m. 
oO 人 ,Y) ( ( ,2)， ( ; 


习 题 . 97. 


其 中 f 是 C1 类 映射 , 并 且 对 于 任何 te R,|/' (p| < k < 1. 
(a) 证 明 映 射 ç 是 满 射 . 为 此 , 证 明 对 任何 (€,n) € R2, 函数 


ylz, y) = (£ — ulz, y))}? + (n — u(z,))2 


在 满足 (zi = (&,n) 的 点 (zi,1i) 有 一 极 小 . 


(b) 证 明 y 是 双 射 . 
习题 31， 设 M(z,yz) 限于 表示 下 列 方程 所 表示 曲面 上 的 点 : 


rt 1⁄4 z4 
aa M ct 
求 函数 f(M) = z2 +y? + 22 的 极 值 . 我 们 可 找到 14 个 点 . 证 明 其 中 在 坐标 轴 上 的 
点 , 取 极 小 ; 在 其 余 八 个 点 , f 取 极 大 (可 把 曲面 用 参 变量 表示 , 把 曲面 上 每 个 点 的 
邻 域 只 用 两 个 坐标 表示 , 于 是 把 曲面 方程 局 部 地 化 成 了 两 个 变量 的 函数 ). 
习题 32， 设 E,F,G 是 三 个 巴 拿 赫 空间 , 并 且 U 及 分 别 是 EB K F 中 的 开 
集 . 考虑 两 个 映射 


= 1; 


人 
其 中 f 在 点 a e 三 次 可 微 , g 在 9 = f(a) 三 次 可 微 . < h = go f, 用 7.5 中 方法 ， 
证 明 


h”. (£1, £2, £3) = g' ` J Ë (£1, T2, £3) +g” è (f Š zi, f” ° (z2, Z3)) 
+g”. (f' -x2, f” - (£3,2£1)) + g” - (f': £3, f" - (£1, £2)) 
g T T E), 


其 中 为 了 简化 , 写 出 fr 代替 fla), "RE fla), 等 等 . 


第 二 章 ”微分 方程 


1. 定义 与 基本 定理 


在 下 面 , E 总 是 表示 实 域 上 的 巴 拿 赫 空 间 . 考虑 在 E 中 取 值 的 实 变量 了 上 的 映射 ; 
如 果 y 可 微 , 它 的 导出 映射 w 也 看 作 在 E 中 取 值 的 映射 Rd E E 及 (R: E) 看 
作 同 一 的 ]. 

1.1. 一 阶 微分 方程 
W] U c Rx E — EL 25 f4E; 往往 U ENE, 但 不 是 必然 的 ; 有 时 U 是 闭 集 . 
给 出 连续 映射 
f:U — E. 
于 是 写 出 “微分 方程 ” 
= 7 IED. (1.1.1) 


并 且 把 我 们 所 理解 的 微分 方程 的 解 定义 为 满足 下 列 两 条 件 的 C1 类 映射 
e: I — E 


(其 中 Ic R 表示 一 个 区 间 , 它 可 能 是 开 的 或 闭 的 , 有 界 或 无 界 的 ): 
(i) 对 于 任何 teI, (t, p(t)) € U; 
(ü) 对 于 任何 te I, p(t) = f(t, g). 
[注意 : 一 定 不 要 忘记 提出 条 件 G); 没有 这 条 件 , 条 件 (ü) 就 没有 意义 了 | 


注意 不必 设 o 属于 C1 类: 如果 o 只 是 可 微 并 且 满 足 G) 及 (站, 那么 由 于 


f(t, p(t)) 是 连续 映射 的 复合 映射 , 它 是 t 的 连续 映射 , 从 而 导出 映射 w 当然 是 t 的 
连续 映射 . 
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E =E; x.x En 是 巴 拿 赫 空间 的 (有 限 ) 乘积 情形 . 于 是 
UCRx Ei x.x En, 


HE f 是 映射 f(t, zi1,… ,zn), 其 中 对 每 个 i(1 < i < n),z; € Bi; f 由 已 给 nn 个 映射 
fu: fn 确定 , 其 中 fi: U E, 方程 的 解 由 满足 下 列 两 条 件 的 C1 类 映射 
p:i: Í — E; 

所 确定 : 

(i) 对 于 任何 te€ 1 (t, pt), ,pn(t)) € U; 

(ii) 对 于 任何 tE Í; p; (t) = filt, pı(t), 人 ,Pn(t))(1 < i < n). 
实际 上 , 我 们 有 含 ”个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 , 其 中 有 nn 个 t 的 未 知 函数 , 这 方程 组 
可 写作 TA 


q T ft Zn), l<ign (1.1.2) 


特别 地 , 设 对 于 1 < i < n, E= R". E, = R. 于 是 我 们 有 含 n 个 纯 量 微 分 方程 的 
方程 组 (1.1.2); 已 给 函数 f, 及 未 知 函数 z, = pilt) 取 纯 量 值 . 这 种 方程 组 的 研究 回 
复 到 一 个 向 量 方 程 的 研究 . 


1.2. n 阶 微分 方程 


这 种 方程 可 写作 pP 
RE T ssp 
Hr 一 f ( A TE’ geig mI ) s (1.2.1) 
这 里 f 是 已 给 的 连续 映射 , U 一 E, 其 中 Uc Rx E x... x 万 ;方程 的 解 是 满足 下 列 
s——a P 
x T E 


两 条 件 的 C" 类 映射 o: I — E: 
(ü) 对 于 任何 te L (t, ot) p(t) pDA) e U; 
(ü) 对 于 任何 t e I. pt) = ft p(t), 2 (t)... pI). 
R (1.2.1) WIRKE ”个 一 阶 方程 的 下 列 方程 组 的 解 等 价 : 
dz 


.. . .. . ...... 


—— = f(t, £, £1, ,Zn—1). 
这 样 就 不 要 求 Cn 类 的 未 知 映射 p :了 一 E, 而 是 回 到 求 一 组 属于 C1 类 的 n + 
映射 o, yp1,… ,pn_1 : I — E, 使 得 
P(t) = 2) (t), 21 (t) = polt), Pn-2lt) = Pn- (t), 
Pnt) = f (t, pt), palt) r Pn-1lt)). 
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于 是 P1, %22) mn 一 1 是 p 的 逐 阶 导出 映射 . 

因此 n 阶 微分 方程 的 研究 终于 化 成 了 一 阶 微分 方程 的 研究 (把 E 换 成 E” = 
Ex... x E). 
-一 一 一 一 一 

x + E 

于 是 此 后 我 们 特别 要 考虑 一 阶 方程 , 但 是 不 要 忘记 把 对 一 阶 方程 所 得 结果 移送 
到 ” 阶 情形 . 例如 我 们 将 证 明 : 在 某 些 假设 下 (对 已 给 映射 f, 假设 满足 李 普 希 茨 条 
ËP), 给 出 U 中 一 个 内 点 (to, zo), 存在 着 g€ > 0, 使 得 在 区 间 [to — E, to +€] ==! 中 ， 微 
分 方程 (1.1.1) 有 一 个 并 且 只 有 一 个 解 e :了 一 已 满足 初始 条 件 p(to) = zo. WRR 
们 把 这 结果 “移送 ”到 n 阶 方程 , 就 得 到 : 已 给 U 中 一 个 内 点 


(to, zo zh | 
存在 着 = > 0, 使 得 在 区 间 [to - e, to +e] = 了 中 , 微分 方程 (1.2.1) 有 一 个 并 且 只 有 
一 个 解 p : T 一 E 满足 “初始 条 件 ” 
p(to) = zo, @' (to) = zh,- ,pm Y(to) = re» 
在 上 = 加 , 给 出 了 以 及 它 的 一 直到 (n — 1) 阶 导出 映射 的 值 ]. 
1.3. 近似 解 
再 考虑 微分 方程 (1.1.1). 设 e > 0; 如 果 C1 类 映射 . 
p:I>E 
满足 下 列 条 件 : 


G) ”对 于 任何 te 了,(t, w(t)) € U; 


Gi) ”对 于 任何 te T, || p(t) 一 f(t, y(t)) |< e, (1.3.1) 


那么 po 就 叫做 方程 的 误差 不 超过 < 的 近似 解 , 或 £ 近似 解 . 

我 们 立即 把 这 概念 推广 到 映射 p : 工 一 已 只 是 属于 分 段 C1 类 情形 . 为 了 简化 ， 
假定 了 是 紧 区 间 ; 那么 了 是 有 限 个 相 邻接 的 紧 区 间 r, 的 并 集 ( 即 有 _1 的 终点 与 T, 
的 起 点 重合 ), 而 且 y 在 每 个 r 上 的 限制 属于 c! 类 . 那么 我 们 要 求 y 还 是 满足 
(1.3.1), 但 应 理解 不 等 式 (ii) 必须 在 每 个 区 间 r, 中 成 立 . 换 句 话说 , 导出 映射 w 在 
I 中 有 有 限 个 不 连续 点 ; 在 每 个 不 连续 点 t e I, 我 们 只 要 求 


| palt) -FEE |< z, 并且 Ilp) — f(t, oE) |< e 


(关于 右 导 出 映射 及 左 导出 映射 的 条 件 ). 
现在 证 明 近 似 解 的 存在 性 定理 : 
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定理 1.3.1. 设 B(z0,7) C E ÆSA zo € ,半径 为 r > 0 的 闭 球 ‖ z—zo || < r. 
设 了 是 一 紧 区 间 c R, 并 且 to € I. 假定 已 给 一 连续 映射 . 


f:Ix B(xzo, r) 一 E, 
3 HR xT tel, || z- zo||< r, 
|f(t.z)|< M (M 是 固定 的 有 限 数 ). (1.3.2) 


设 J 是 了 与 下 列 线段 : 


r r 
to- y StSto+ i 


的 交集 , 那么 对 于 任何 e > 0, 微分 方程 
dz 
dt a f(z, t) 
有 一 分 段 C1 类 的 £ 近似 解 p :J 一 B(zo,r), ME lto) = zo. 我 们 甚至 可 选取 分 
段 线性 的 O. 
MF. 只 须 在 J 中 由 t> to 及 t< to 所 确定 的 线段 上 分 别 作出 2. 例如 对 上 > 加 
情形 进行 讨论 . 于 是 我 们 回 到 7 是 线段 


to <t <T 


情形 , 这 线段 的 长 T —to < r/M; 正 是 这 不 等 式 才 使 在 整个 了 中 作出 o 成 为 可 能 . 首 
先 考 虑 在 了 中 唯一 的 念 射线 性 映射 po : 了 一 E, CWE polt) = zo, pb(to) = f(to, zo); 
这 映射 就 是 


polt) = zo + (t — to) f (to, zo). (1.3.3) 
既然 对 于 任何 te Lt-— to < 于 是 


|| po0(t) — zo || < M. 


从 而 wo 正好 在 球 B(zo,7) 中 取 值 . 只 要 我 们 有 : 对 于 如 < <t, 
| f(to,zo) — f(t, £o + (t — to) f (to, zo)) || < €, (1.3.4) 


po 就 是 闭 区 间 zo, ta] 中 的 < 近似 解 . 由 于 f 的 连续 性 , 在 任何 情况 下 , 上 列 不 等 式 
当 t 充分 接近 于 to 时 成 立 . 如 果 这 不 等 式 偶 然 在 整个 了 P. BE to < t< T HR 
立 . 那么 po 是 工 中 的 e 近似 解 , 且 满 足 e(to) = zo; 于 是 就 得 到 要 求 的 结果 . 如 果 
不 然 , 就 有 起 点 是 如 的 更 大 的 闭 区 间 [tot], 在 其 中 (1.3.4) 成 立 : 因为 如 果 和 三 是 
使 得 (1.3.4) 不 成 立 的 t 的 下 确 界 , 那么 (1.3.4) 在 to < t < h 成 立 , 而 由 连续 性 ， 
(1.3.4) Æ t = ti 也 成 立 . < polti) = zi; RIJA zi — zo = (ta — to)f(to, zo), 因此 
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由 ti — to < T — to < r/M, 得 | Tı — To I| < aR Sr = r= | Tı — To |Ë 那么 对 于 
tı <t<T,|z-—m |<, 下 是 确定 的 并 且 连 续 的 ; 总 有 || f, x) |< M, 而 且 有 


T-n < (可 立即 证 明 ). (1.3.5) 


因此 我 们 遇 到 了 t 与 zz, 和 我 们 遇 到 to 与 zo 时 情形 类 似 . 于 是 可 以 开始 按 同 
样 的 步骤 进行 : 对 于 ti < t < T 中 确定 的 仿 射线 性 映射 


pı(t) = 21 + (t — ti)f (tı, z1) 


在 B(z1,71) (因而 在 B(zo,ro)) 中 取 值 . 存在 着 一 个 最 大 的 闭 区 间 lti, t2] (其 中 三 < 
t < T), 在 这 闭 区 间 中 , 下 列 不 等 式 成 立 : 


| fti z1) — f(t,zi + (t — t)f(ti,21)) || < =. 


如 果 t = T, 映射 y, 在 [toti] 中 等 于 yo, 在 [tit] 中 等 于 pl; 这 映射 就 是 微分 方 
程 在 闭 区 间 [to T] 中 的 = 近似 解 ; 于 是 我 们 得 到 了 要 求 的 解 . 相反 地 , 如 果 to < T. 
重新 进行 同样 的 步骤 : < yi(t2) = za; AX to — ti < T — th S ri /M ( 见 (1.3.5)), 我 
们 有 |l z2- x1 |< ri. € r2 = ri— | z2 — z l, WA T — t> < r2/M, 等 等 . 

这 样 我 们 递 推 确定 一 个 增 序列 t < ti <- < t, ST, —PF#l| T0, 21, ,zn € 
E, URII [to, ti], [i t2], >, [tn-1, tn] 中 确定 、 在 B(zo,r) 中 取 值 的 线性 仿 射 映 
射 po0, pi1,… ,pn-_1; 这 些 pi 在 公共 端点 ti, ,tt_1 处 衔接 , 构成 连续 、 分 段 线性 
映射 e: [to, 如 ] 一 B(zo,r), 它 是 微分 方程 的 = 近似 解 . 如 果 对 适当 的 n t, =T, 定 
理 得 证 . 

剩 下 来 要 考虑 对 任何 n, 如 < 了 情形, 而 上 述 步 又 要 无 限 进行 下 去 . 可 是 我 们 要 
证 明 这 种 情形 不 可 能 出 现 . 用 反 证 法 : 假定 上 述 步 又 可 无 穷 进行 下 去 , 并 且 设 刀 是 
严格 增 序列 to < 五 <… < ta <... 的 上 确 界 . 显然 有 


| Tntl — Tn IK M (tn+1 _ tn), 


因此 序列 {zn} 是 一 柯 西 序列 (容易 证 明 ). 既然 球 || z — zo |< r 是 闭 的 , {zw} 有 一 
极限 z' € B(zo,r). XIF tn < t < t, RIE 


On (t) — In = (t 一 tn)f (tn, Tn), 
因此 对 于 tn <t < t'.|| nlt) — z, |< M(t — tn), 从 而 
|| ea (t) — z ||<|| z' — £n || M(t — tn). (1.3.6) 


由 于 f 在 点 (t,x') 连续 , 存在 着 n > 0, 使 得 | í - t |< n KX | z— z |< 7 时 ， 
| FE, x) — f(t,z) 上 < es/2. 因此 如 果 n 充分 大 , 由 (1.3.6), 就 有 : 对 于 tn < t < u, 


| /(,z') = ft, palt) |< Z, 
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并 且 
| f(t,7) — fltn, Zn) | < 


比较 后 就 得 到 : 对 于 如 < t < u, 


a 
a 


|| f(tn, Za) F f(t, pn(t)) II < E, 


从 而 Pn 是 在 (tn, t 中 的 E 近似 解 . 由 ta+1 的 定义 ， 由 此 得 tn+1 之 t. ATES ESTA 
BW, 因为 t 2 t+2 > tny 这 样 我 们 得 到 了 一 个 矛盾 , 定理 1.3.1 证 完 . 


注意 .已 给 开 集 U CR 民 x ,一 点 (to, zo) € U 以 及 一 个 连续 映射 f:U >E. 
那么 存在 着 r > 0,r > 0, M > 0, 使 得 满足 


|£ — to |S r,|| z — zo || < r 


的 任何 (t, x) RÆ U 内 , 并 且 对 于 这 些 元 素 对 (t,x), | f(t,z) |< M. W o 是 数 r 及 
r/M 中 最 小 的 数 ; 定理 1.3.1 告诉 我 们 : 在 紧 区 间 | £ — to |< a P, 对 任何 。 > 0, 微 
分 方程 
化 

有 分 段 线性 = 近似 解 x = p(t) 满足 olto) = zo. 这 结果 对 充分 小 的 a 成 立 ; 这 种 a 
不 依赖 于 €. 
1.4. Bi: 线性 微分 方程 

EX. (一 阶 ) 线性 微分 方程 是 有 下 列 形状 的 方程 : 

dz 本 
元 = 

其 中 4 :I 一 @#(E;E) 及 B:I1 一 马 是 区 间 了 CR 中 给 出 的 连续 映射 . 于 是 对 于 每 
个 tel,f(t,z) = A(t) :z+ B(t) 是 ze 五 的 连续 仿 射线 性 映射 ; 这 映射 连续 依赖 于 
t (B) A(t) 与 B(t) 连续 依赖 于 t). 这 里 子 集 U C R x E E: I x E. 

REA to €I K ro € E. REREH 1.3.1 应 用 到 闭 球 B(xo,7), 其 中 半径 + 
是 任意 的 . 要 证 明 由 定理 1.3.1 可 导出 下 列 结果 . 

定理 1.4.1. 如 果 区 间 I ZRK, 那么 对 于 任何 £ > 0, 存在 着 方程 (1.4.1) 的 一 
个 e 近似 解 p :了 一 马 满足 p(to) = zo. [可 取 ç 为 分 段 线性 的 ]. 

以 上 叙述 中 重要 的 是 : y 在 整个 了 中 存在 . 

WE. WA || At) || (Z(E, E) 中 的 范 数 ) 是 te 了 的 连续 函数 ; 由 于 了 是 紧 的 , E 
有 一 上 确 界 . S 


A(t) -x + B(t), (1.4.1) 


a = sup || A(t) |]; 
teI 
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b = sup || BŒ) || ` 
ter 
我 们 有 
| f, x) ||= IA) : z + B(t) || < o || z || +8; 
因此 如 果 || z — zo ||< r, 就 有 
II f(t, £) ||< o || zo || +8 + or. 
于 是 对 于 te 了 ,x 一 zo |< r, 我 们 有 
| f(t,z) < M, rh M =a || zo || +8 + or, 


因此 
M 
M_alzol+re À 
Tr Tr 


已 给 zo, 选取 r 使 得 M/r < 2a; 由 定理 1.3.1, 在 紧 区 间 


J=IN | 去 + 二 | 

H, 存在 着 一 个 (分 段 线性 ) e 近似 解 满足 olto) = zo. 

这 第 一 步 结 果 可 使 我 们 找 出 在 整个 区 间 了 中 的 分 段 线 性 z 近似 解 . 只 须 分 别 在 
T(t e I PRE t > to 的 集 ) 及 I”(t e I PRE t< to 的 集 ) 作出 解 . 例如 对 T 进 
行 推导 . 设 了 是 也 的 右 端点 . 我 们 方才 已 找到 在 INA [to,to + 1/(2o)] 中 的 e 近似 
解 po, 它 满足 oo(to) = zo; 而 且 可 选取 yo 为 分 段 线性 映射 . 如 果 如 + 1/(2o) > T, 
问题 就 解决 了 ， 否 则 , 设 t = to +1/2a) < T, polti) = zu RIIM ti 及 zi Æ 
新 开始 , 与 上 面 对 如 及 zo 的 作法 一 样 : Æ P n ftti + 1/(2o)] 中 , 有 一 分 段 线性 
s 近似 解 pl, EWE pi(t1) = zi， 如 果 ti 十 1/(2a) > 了 ,问题 就 解决 了 , 因为 在 
[to 三 ] 及 t, T| 中 分 别 等 于 wo 及 y1 的 映射 y 满足 问题 的 要 求 . 否则 重新 开始 : S 
tı +1/(2a) = t2 < T, @i(ti + 1/(2o)) = x2. 然而 这 种 运算 只 会 有 有 限 次 , 因为 对 于 
充分 大 的 n, tn = to + n/(2o) > T. 证 完 . 


1.5. 李 普 希 茨 情形 : 基本 引 理 


回顾 一 个 已 知 的 定义 (第 一 章 , 3.2 Ez): 设 f(t,z) EU = R x E PHE, ER 
HE E 中 取 值 ; 如 果 只 要 (t,x1) € U 及 (t,xz2) € U, 就 有 


| f(t, 21) — f(t, z2) ||S< k || zi — z2 |l, (1.5.1) 


我 们 说 flt,z) 对 z 是 FÉR RH. 
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例如 , WR U =I xV, V 2 E rRijJ— F JF454E, 并 且 如 果 对 每 个 (t. z) e U, 偏 
导出 映射 f(t, xz) e Z(E; E) 存在 , 并 且 满 足 


| (82) ||< k, 
那么 由 有 限 增 量 不 等 式 (第 一 章 , 定理 3.3.2), 不 等 式 (1.5.1) 成 立 . 
我 们 要 证 明 如 果 f E k 李 普 希 茨 的 , 就 可 估计 微分 方程 


dz 
' f(t, 2) (1.5.2) 


的 两 个 近似 解 的 差 pi(z) - p(t). 准确 地 有 : 


基本 引 理 1.5.1. 设 p11:T 一 万 是 方程 (1.5.2) 的 sl 近似 解 , 并 且 pa :了 一 一 
是 Ez 近似 解 ; 设 zl = pi(to) 及 za = po(to) 是 这 两 解 对 于 to € I 6) “45457. 那么 
如 果 f 对 工 是 上 李 普 项 荧 的 , 我 们 有 ,对 teT: 


eklt—to| a 1 


: (1.5.3) 


|| ea 的 一 pa 人 (有 z: — z2 || e#lt—tolt(e, + e2) 


基本 引 理 的 证 明 .我们 要 多 次 用 到 有 限 增 量 不 等 式 ， 为 了 使 书写 简化 , 假定 
to = 0 (对 t 作 平移 可 化 成 的 情形 ). 另 一 方面 . RITE t > to (B t > 0) 情形 下 证 明 
(1.5.3); 其 他 情形 在 把 t 换 成 -t 时 可 化 成 这 情形 . 

于 是 由 假设 , 下 列 不 等 式 成 立 : 


| 21 的 一 JPab) <e | (t — f(t, p2(¢)) ||< e>, 
由 此 立即 得 

|| 21 (t) — p2(t) [|S e1 + E24 || F(t, 21 (t)) — ft, p22)) Il; 
由 (1.5.1), 求 得 

|| 21 (#) — p2(t) [|< e1 + E2 + k || 21 (t) — p2lt) || . (1.5.4) 
我 们 记得 : 在 wm K wa 属于 O 类 的 每 个 部 分 区 间 中 , yp 及 o, 分 别 表示 分 段 C1 
类 映射 el 及 ps 的 导出 映射 | < 
pı(t) — p2(t) = p(t), 


它 是 分 段 C1 类 的 . 把 有 限 增 量 不 等 式 (第 一 章 , 定理 3.1.1) 应 用 到 (1.5.4), 我 们 得 
到 , 对 于 上 > 0, 


| (t) — (0) || < f (sl + sz + k || Y(T) ||)dr. 
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然而 | 2Cr) 1sle2(O) || + || e(z) 一 2(0) ||; 由 此 得 


| p(t) — (0) lg (e€ + k || (0) |)t + Fi | ¢(7) — (0) || dr. (1.5.5) 


( 已 令 E1 + 82 == E.) 


为 了 书写 简化 , < 


| 19 四 一 2(0) 上 = w(t) > 0 (数值 连续 函数 ) an) 
g+ k || e(0) ||= a > 0. 
于 是 (1.5.5) 可 写成 ， 
u(t) < at + k Í u(T)dT (1.5.7) 
0 


我 们 要 用 : 


辅助 引 理 . 如 果 在 区 间 [0, T|(T > 0) 中 确定 、 并 且 取 值 > 0 的 连续 函数 u(t) 
满足 (1.5.7), 我 们 有 


(et 一 1)， 对 于 0<tgT. (1.5.8) 


暂时 承认 这 一 辅助 引 理 , 并 且 完 成 基本 引 理 的 证 明 : 把 w(t) 及 a 用 (1.5.6) 中 取 
出 的 它们 的 值 来 代替 , 得 到 


I (#90) I< (Z+ 20 |) (et —1) WET t>o. 
由 此 得 
| oO < lp(O N+ lp) ~ p00) | 
< | vw(0) | e + Z (e — 1), 
这 正好 是 要 证 明 的 不 等 式 (1.5.3), 因为 
P(0) = p1 (0) — pa(0) = zi — z2 
余下 只 要 证 明 辅 助 引 理 . 令 


v(t) = ` u(r)dr; 


因而 有 v(t) = u(t),u(0) = 0. 那么 (1.5.7) 可 写成 
u (t) < at + ku(t); (1.5.9) 
这 是 一 个 微分 不 等 式 . 我 们 要 解 这 一 不 等 式 , 令 


w(t) = e Etu (t), 
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由 此 得 
w(t) = e™™ (v (t) — ku(t)). 
于 是 (1.5.9) 可 写成 


w (t) < ate Et. 


考虑 到 w(0) = 0, 由 有 限 增 量 不 等 式 得 
w(t) < a are Ë dr. 
0 


可 简单 地 算出 上 式 右边 的 值 : 


w(t) < — (1 — et — kte™™). 


k2 
由 此 得 
v(t) = ertw(t) < a — 1 — kt). 
而 由 (1.5.7), RITE ult) < at + ku(t), 由 此 得 
u(t) < at + = (et pa z = (et _ 1). 

这 就 是 要 证 明 的 不 等 式 (1.5.8). 证 完 . 
1.6. 基本 引 理 的 应 用 : 唯一 性 定理 

定理 1.6.1. Z U C R x E, 并 且 设 f:U 一 局 是 一 连续 映射 ,对 zeE 马 是 
李 普 希 茨 的 . 如 果 我 们 有 方程 

dz == t ) 
dt a f( T 

的 两 个 (准确 的 !) 解 pl 及 e>: I — E, 并 且 如 果 pi(to) = p2lto) (其 中 to € D), 那么 
映射 p1 及 pa 在 区 间 I PEF. 

证 .应 用 基本 引 理 中 的 不 等 式 (1.5.3): 在 这 里 , zi = za,sl = 0,sa = 0. 我 们 得 
到 : XF te I, 

| 21 (t) — p2(¢) ||= 0. 

证 完 . 
1.7. 李 普 希 茨 情形 下 的 存在 定理 

定理 1.7.1. ZU — R x E R-AK; i£ f : U — E Z— ik tuk 3, wF z Z k 
33 065. 另 一 方面 , 设 (toro) € U, 并 且 设 了 C 取 是 含 如 的 紧 区 间 . 假定 任 给 
e> 0, &£ E FA rk 34k 2 2 4 


dz 


dt = f(t,z) 
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的 一 个 分 段 C1 类 的 上 近似 解 : 了 一 已 满足 o(to) = zo [参看 例如 定理 1.3.1, 其 中 
给 出 了 这 种 近似 解 存 在 的 一 个 充分 条 件 ]. 那么 在 I 中 存在 着 微分 方程 的 一 个 准确 解 
满足 p(t0) = zo. 

我 们 记得 由 定理 1.6.1, 这 样 的 准确 解 是 唯一 的 . 

证 .给 出 数 en > 0 的 序列 ; `4 n 一 +oo 时 , 这 序列 趋 近 于 0. 设 po :了 一 五 是 
满足 p(to) = zo 的 sn 近似 解 . 由 基本 引 理 1.5.1, RATA, 对 于 任何 te 了 


eklt—to| | 
| en 的 一 pp 的 | 和 (En + Ep) L 


设 k 是 当 t 取 遍 紧 区 间 了 中 的 值 时 ， 
ekl|t—to| — 1 
k 
的 一 个 上 界 , 对 于 teI, 我 们 有 || nlt) — pp(t) 上 < klEn + ep), 由 此 立即 得 到 : 对 于 
(连续 映射 I — E 的 ) 一 致 收敛 范 数 , 映射 o, 是 一 柯 西 序列 . 因此 序列 on 有 极限 


y: 9 是 一 连续 映射 了 一 E, 是 pn 的 一 致 极限 . 由 假设 , 我 们 有 : 对 任何 n, 对 任何 
tel, 


(t, pn (t)) € U. 
由 于 假设 U 是 闭 集 , 取 极 限 , 我 们 有 : 对 于 te I, 


(t, p(t)) € U, 
并 且 当 然 有 y(to) = zo. 还 要 证 明 o 在 了 中 可 微 , 并 且 对 于 t e I, 
2 (t) = f (t, e(t)). 
要 得 到 这 结果 只 要 证 明 : XFT te I, 
GU sa: J l ee (1.7.1) 


然而 由 假设 ， 
| Z, (t) — F(t, pnlt)) ||< en. 
由 此 得 (有 限 增 量 不 等 式 ): 


t 
| palt) — zo — J f(r,pn(r)ar |< ea |t —to | , 


在 这 不 等 式 中 令 n 趋 近 于 无 穷 大 , 对 于 re I, flr, pn(7)) 一 致 趋 近 于 f(7,y(7)). H 
此 在 上 式 中 取 极 限 , 就 得 到 要 证 的 关系 式 (1.7.1). 证 完 . 
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系 1.7.2.( 局 部 存在 性 定理 )， 设 V E 
(to, Zo) ERxE 


的 一 个 邻 域 , 并 且 设 f(t,z) J V 中 的 连续 映射 、 在 E PRUA, FEX z 是 李 普 
希 茨 的 . 那么 存在 着 一 个 a > 0 具有 下 列 性 质 : 微分 方程 
dx 
dt 
ERA I= [to 一 a,to 十 a] 中 有 一 个 (并 且 只 有 一 个 ) A y: I— E, 使 得 olto) = zo. 
准确 地 说 , 如 果 + > 0 K r > 0 选取 得 充分 小 , 使 得 乘积 [to — T, to +r] x B(zo,r) 包 
REV 内 , 并 且 对 于 |t- to] <r, || z — zo ||< r, 


= f(t,z) 


| f(t,7) ||< M, 


那么 可 取 
. T 
a = inf (r. =) ; 
并 且 e: I— EF B(zo, r) 中 取 值 . 

证 .参照 1.3 段 末 所 提出 的 注意 : 在 那里 我 们 证 明了 : WR a K r 如 系 中 所 述 
选取 , 那么 对 任何 。 > 0, 微分 方程 在 了 中 有 近似 解 , CE B(zo, r) 中 取 值 , 并 且 对 
于 t= to, 取 值 ro. 于 是 只 须 应 用 定理 1.7.1, 取 闭 集 Ix B(zo,r) 作为 U, 就 可 完成 
证 明 . 

1.8. f 是 局 部 李 普 希 茨 情形 

定义 ， 设 f:U 一 BEICRx 万 .如果 对 任意 点 (to,zo) € U, # U 中 存在 着 

(to, z0) 的 一 个 邻 域 V 及 一 个 数 k > 0, 使 得 只 要 (t, x1) € V,(t,z2) € V, RITA 

| f(t, zi) — f (t, £2) ||< k || z1 — 22 ||, 
那么 就 说 f :U — ERARE 2: 65. [ 换 句 话说 , f 在 V 中 的 限制 对 xz 是 大 李 普 
希 茨 的 .] 

定理 1.8.1. 如 果 f :U— E 是 连续 的 ， 并 且 是 局 部 李 普 希 英 的 ， 又 如 果 (to, zo) 
E U 的 内 点 , 那么 存在 着 一 个 a > 0, 使 得 微分 方程 


dz 
dt = f(t, z) 
有 一 个 (准确 ) 解 : [to — a, to +a] — E. 
证 ， 取 (to,zo) 的 含 在 U 中 的 一 个 邻 域 V, 使 得 f E V 中 对 于 z E k 李 普 希 
茨 的 ; 把 系 1.7.2 应 用 到 V. 
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定理 1.8.2. (大 范围 唯一 性 定理 )， 设 f :U 一 万 是 局 部 李 普 希 英 映射 ;J 是 
一 区 间 c R, 但 不 一 定 是 紧 区 间 (I 可 以 是 开 区 间 , 或 闭 区 间 , 或 半 开 区 间 , 有 界 或 无 
界 区 间 ). 如 果 有 微分 方程 dz/dt = f(t,z) 的 两 个 (准确 ) 解 pl 及 pa :了 一 并 且 
如 果 它们 对 于 值 to € I WF, 那么 它们 在 整个 了 中 恒 等 . 


uE. 由 于 了 是 一 连通 空间 , 只 须 证 明 使 
pı (t) = p2(t) 


的 te 了 所 组 成 的 集 J 在 工 中 同时 是 开 集 和 闭 集 . 显然 J 是 闭 集 , 因 映 射 pl — 22 
连续 . 为 了 证 明 J 在 I 中 是 开 集 , 我 们 要 证 明 : 如 果 yi(to) = yp2(to), 那么 存在 着 
a > 0,88 te I K t —to| <a 可 导出 y(t) = p2(t). 设 zo 是 oli(to) 及 pa(to) 的 
公有 值 : 由 假设 , 存在 着 (to, zo) 在 U 中 的 邻 域 V 以 及 一 个 数 k > 0, 使 得 f 在 Y 中 
是 上 FEARN. Dz a > 0 使 得 由 te 了 及 |t 一 to| < a 可 导出 (t, 21 (t)) 及 (t, p2(t)) 
在 V 内 . 于 是 唯一 性 定理 1.6.1 表明 : 对 于 任何 te In [to- a, to +a], p1(t) = p2(t). 
证 完 . 

还 剩 下 这 一 问题 : 当 f 是 局 部 李 普 希 英 映射 时 , 方程 dr/dt = f(t,z) Æ t = to 
取 值 zo 的 解 的 大 范围 存在 性 . 准确 地 说 , (toro) E: U c R x E E£: Nu; 由 假 
Ú. f E U 中 是 局 部 李 普 希 茨 的 . 由 定理 1.8.1, 存在 着 一 个 含 zo 的 区 间 r, 在 了 内 
有 微分 方程 的 一 个 (准确 ) 解 p : I 一 E, 满足 p(to) = zo. KE I3 to 及 方程 满足 
P(to) = zo 的 解 :了 一 五 形成 一 对 (I, p); 先 考虑 所 有 这 样 的 对 子 构 成 的 集 8. 如 
果 (了 ,gi1) 及 (Popo) 是 两 个 这 样 的 对 子 , 那么 Loh TEZE, 并 且 由 唯一 性 定理 
1.8.2, pl 与 pa Æ LAR 中 恒 等 . 设 J 是 与 (T, e) € 8 相应 的 所 有 了 的 并 集 ; 在 J 
H, 存在 着 一 个 、 并 且 只 有 一 个 映射 y: J — E 使 得 对 于 任何 (I.e) Eg, y 在 I 中 
的 限制 是 2. 这 映射 % 显然 是 微分 方程 的 一 个 解 , 并 且 (to) = zo. 于 是 我 们 证 明了 


定理 1.8.3. wR f :U 一 万 是 连续 的 及 局 部 李 普 希 英 的 , 并 且 如 果 (to,zo) 是 
从 UU 中 给 出 的 一 个 内 点 , 那么 存在 着 一 个 最 大 的 区 间 J to, 在 J 了 中 方程 dx/dt = 
f(t,z) -SR y: J> E, 满足 初始 条 件 (to) = zo. [由 定理 1.8.2, 这 样 的 y 是 唯 
一 的 .] 

这 个 解 y 叫做 对 已 给 “初始 值 ”(to, zo) 的 最 大 解 . 

注意 .我 们 可 能 以 为 不 能 把 最 大 解 “ 开 拓 ” 到 比 J 严格 更 大 的 区 间 中 , 是 因为 
已 给 的 f 只 是 在 R x E 的 一 个 子 集 上 确定 的 . 然而 即 令 f 在 整个 R x 中 是 连续 
的 和 局 部 李 普 希 欧 的 , 不 能 开拓 的 情形 还 是 可 能 出 现 . 这 里 举 出 一 个 简单 的 例子 , 其 
H EER R: 考虑 微分 方程 

£, (1.8.1) 

其 中 z(t) 是 取 纯 量 值 的 未 知 函数 . 我 们 可 立即 证 明 : 如 果 p 是 R 中 的 有 界 子 集 , R 
数 f(t,z) = z2 Æ R x B HEZEAK; 因此 f(t, z) = z2 fE R x R rE P SÉ 3 3f- 
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AKAI. 设 zo 是 解 p(t) E t = 0 应 取 的 初始 值 . 如 果 zo = 0, 由 唯一 性 定理 , 对 任何 
t, 解 p(t) = 0. 现 假定 zo Z 0; 那么 对 0 附近 的 t, z = p(t) 是 Z 0, 而 且 方程 (1.8.1) 
可 写成 


dz 
元 2 = dt; 
积分 后 得 
1 1 
== s= =E 
化 To 
从 而 


To 
ea Tot” 
于 是 我 们 有 p(t) = zo/(1 一 zot); 例如 如 果 zo > 0, 在 区 间 -co < t < 1/zo 内 , “最 大 
解 ” 存在 . "4 t ETF 1/zo 时 , ot) 趋 近 于 无 穷 大 . 
在 局 部 李 普 希 茨 情形 下 , 解 的 开拓 判别 法 . 假定 U 是 开 集 , y : lto ti > E Æ 
微分 方程 dz/dt = f(t,z) 的 解 ; 如 果 


存在 ( 设 极限 是 zi), 并 且 如 果 (ti,zi) € U, 那么 可 把 o 开拓 到 区 间 [tot], 其 中 
tə > ti. (用 证 明定 理 1.8.2 的 推理 方法 , 容易 得 到 这 结果 .) 


1.9. 线性 微分 方程 情形 


在 1.4 Bh, 已 说 到 我 们 所 理解 的 线性 微分 方程 : 

= = A(t) -x + B(t), (1.9.1) 
其 中 4 及 B 是 区 间 I c R 中 的 连续 映射 .在 这 里 , f(t, x)= A(t) £+ B(t) 是 在 
Tx 五 中 确定 且 连 续 的 . 它 是 局 部 李 普 希 蒋 的, 因为 在 任何 积 J x E rh (其 中 J 是 紧 
区 间 c T), f 是 李 普 希 茨 的 ; 事实 上 , 我 们 有 


f(t,zi)— f(t,z2) = A(t) : (21 — z2), 
|| F(t, £1) — f(t,z2) |S ky ||zi—zə |, XPT te J, 
这 里 记 
kj = sup || A(t) ||. 
tEJ 
由 定理 1.8.3, 对 于 满足 to e 了 的 初始 值 (to,zo), 方程 (1.9.1) 有 一 “最 大 解 ”. SE 
mE, 我 们 有 下 列 定理 : 


定理 1.9.1. (线性 方程 的 大 范围 存在 定理 ). 任意 取 to € I Z zo € E, 方程 
(1.9.1) 有 一 (准确 ) 解 p :了 一 已 在 整个 了 中 确定 ,并且 满足 p(to) = zo. DAMIR 
是 唯一 的 .] 
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W. J 是 包含 在 I 中 、 并 且 含 ro 的 一 个 紧 区 间 . 由 定理 1.4.1, 对 任何 = > 0, 
在 J 中 有 一 。 近似 解 , CXI t= to 取 值 zo. 于 是 定理 1.7.1 告诉 我 们 , 在 J PAW 
足 同一 初始 条 件 的 准确 解 . 既然 在 了 中 包含 (并 且 含 有 to) 的 任何 紧 区 间 中 有 解 , 于 
是 “最 大 解 ” 在 整个 I 中 确定 . 证 完 . 


我 们 在 下 面 还 要 详细 研究 线性 微分 方程 (第 2 节 ). 
1.10. 对 初始 值 的 依赖 性 


重新 设 微分 方程 
= f(t,z), (1.10.1) 
其 中 f: UV E RERIK, 而 且 对 z E k 李 普 希 茨 的 . 设 to € I, 还 假定 对 任何 
u € A C E, (1.10.1) 必然 有 在 I 中 确定 、 并 且 对 t= to 取 值 u 的 (准确 ) 解 . 设 
y (t.u) 是 这 解 . 我 们 要 考察 这 解 怎样 依赖 于 初始 值 u. 

应 用 基本 引 理 1.5.1; 对 于 u,v € A, 我 们 得 到 : 


|| p(t, u) — y(t, v) IEg u — v || ekl|t—to| 


É K Æ ekli-to| 对 于 teT (假定 TT 有 界 ) 的 一 个 上 界 ; 我 们 有 
| plt, u) — y(t, v) |< K || u — v |l, (1.10.2) 
由 此 得 : 


命题 1.10.1. 在 上 列 假设 下 , 对 t= to 取 值 的 解 olt, u) 是 久 的 一 个 KK 李 普 
和 项 英 映射 , 其 中 常数 K 与 te 了 无 关 . 


系 1.10.2. 映射 p(t,w) 是 (t.u) € I x A 的 连续 映射 . 

事实 上 , 设 已 给 wo; 对 于 固定 的 t, 4 u AEF uo BF, (t, u) 趋 近 于 y(t, uo); 但 
由 于 李 普 希 茨 常数 K 与 t 无 关 , 可 以 对 每 个 。 > 0, 连带 有 一 个 n > 0, 使 得 无 论 t 
是 什么 ， 

由 || u- uo || < 7 可 导出 || p(t, u) — y(t, uo) ||< =. 

我 们 把 这 一 事实 表述 为 : 一 致 地 对 于 ty 在 u kk. 待 证 明 的 系 1.10.2 可 由 下 列 引 
理 推出 : 

系 1.10.3. (a) 如 果 映 射 :Tx 4 一 马 分 别 对 te A K we A 连续 , 并且 一 
致 地 对 te L p 在 u e A 连续 , 那么 y 是 在 乘积 I x 4 上 的 连续 映射 . 

(b) 反 过 来 说 , WR y: Ix A— E fE Ix A 上 连续 , 并 且 如 果 了 是 紧 集 , 那么 一 
致 地 对 于 te L y(t, u) 在 u 连续 . 

更 一 般 地 , 如 果 在 这 引 理 中 , 把 了 换 成 任何 紧 空 间 , 引 理 仍然 成 立 . 

引 理 的 证 明 . (a) 设 已 给 to, uo, 及 £ > 0; 我 们 有 


| Y, u) — Y(to, uo) ISI] Y(t, u) — Y(t, uo) || + || Y(t, uo) — w(to, uo) | 
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由 假设 , 存在 着 n> 0, 使 得 对 任何 tez 由 

ju- woll < n 可 导出 l, u) — (to, W < $; 
而 且 存 在 着 n > 0, 使 得 由 |t- to < 可 导出 

| w(t wo) 一 (to,uo) |< 二 (对 上 的 连续 性 ) 


于 是 只 要 || u- ao l< mn É lt- t| < m, RE || Yt, u) 一 y(to,uo) |< =; 这 表明 了 作 
为 (t, u) 的 映射 , % 是 连续 的 . 

(b) 反 过 来 假定 y 在 Ix A 上 连续 , 给 出 uo € A, 及 £ > 0. 对 于 每 个 te 了 由 
假设 , 存在 着 n(t) > 0, 使 得 由 


| —t|<n(t) 及 || u-u lnt) 可 导出 


I (e, u) — lh uo) |< $, 
并 且 特 别 有 || Y, uo) 一 w(t, uo) ||< 3; 由 此 得 
| Y(t, u) — Y(t, uo) |< e. (1.10.3) 


对 每 个 te I, 连带 着 满足 W — t| < n(t) É) t' ERORE. 由 于 了 是 紧 集 , 可 用 有 
限 个 这 样 的 区 间 覆 盖 I: 换 名 话说 , 存在 着 有 限 个 t, < 了 及 一 个 n > 0, 使 得 对 于 任 
何 tin < X i) 并 且 对 于 任何 t e I, (1.10.2) 对 || u — uo |< n 成 立 . 这 就 证 明了 引 
理 中 的 结论 (b). 


1.11. 微分 方程 依赖 于 一 个 参 变量 情形 


现在 要 假定 映射 f(t, zx) 依赖 于 在 拓扑 空间 L 中 变化 的 一 个 参 变量 准确 地 

说 , 考虑 微分 方程 
T 
PA f(t, z; A), (PL1) 
其 中 f 是 一 连续 映射 
I x B(zo,r) x L — E 

(表示 一 个 紧 区 间 , 并 且 B(zo,r) 表示 巴 拿 赫 空 间 E 中 的 闭 球 ). 假定 

1) || f(#,z,2) |< M Æ Ix B(ao,r) x L E; 

2) | J(t,z1, À) K f(t, £2, A) I< k | Ti — T2 | 对 于 tel, 


| zı — zo |< r, za 一 zol 和 rr AEL. 


HEAD, f 对 z 是 FERRA, 而 且 常 数 与 t 及 入 无 关 .] 
如 果 固 定 Ó c L, 方程 (1.11.1) 有 一 个 (并 且 只 有 一 个 ) f x= yt) 在 


J=IN |to 一 二 to 十 


页 加 + i 
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中 确定 , 并 且 y(to) = zo. 由 定理 1.3.1 及 1.7.1 可 得 这 一 结果 . 为 了 表明 这 解 与 参 变 
E À 的 选取 有 关 , 把 它 记 作 y(t; À). 

定理 1.11.1. 在 上 列 假 设 及 记号 下 , p(t; A) 是 (t,À) EJ x 工 的 连续 映射 . 

证 ， 已 知 对 固定 的 A, plt; A) 对 t 连续 . 我 们 要 证 明 : 一 致 地 对 于 t € J, golt, A) 
对 入 连续 ; 这 样 定理 就 证 明了 (参看 引 理 1.10.3). 

设 已 给 Ao. 由 于 g(t; Xo) 是 方程 


dz 
dt = f(t, T; ào) 
的 解 , 我 们 有 

pilt; Ao) — F(t, plt; ào); ào) = 0, (1.11.2) 
然而 S(t, plt; Xo);A) 是 (t, A) 的 连续 映射 ; 由 引 理 1.10.3(b), 当 入 趋 近 于 ào 时 , 对 于 
t€ J, 这 映射 一 致 地 趋 近 于 f(t, olt; Xo); 和 0). 换 句 话说 , 已 给 s > 0, 在 工 中 存在 着 
Ao 的 一 个 邻 域 V, 使 得 对 于 和 eV 以 及 任何 te J 我们 有 


| f(t, p(t; ào); A) — £ (t, y(t; ào); ào) ||< €- (1.11.3) 
比较 (1.11.2), 就 得 到 
| p(t; ào) — f(t, p(t; ào); A) || < € 
这 表明 y(t; Xo) 是 方程 (1.11.1) 的 一 个 = 近似 解 ; 准确 解 是 olt A), 它 对 t = to 取 同 
一 值 zo. 由 基本 引 理 1.5.1, 我 们 有 
eklt—to| =<]: 
k 
由 于 |t 一 to| < r/M, RITE: 只 要 X e V(ÓAo 的 邻 域 )， 


| (t; A) — p(t; ào) ls € 


I olt; A) — p(t; ào) |< Ke (K 与 te J 无关 ). 


由 于 e > 0 是 任意 选取 的 , 这 样 就 证 明了 : 对 于 te J olt A) 一 致 地 趋 近 于 y(t; ào). 


证 完 . 
2. 线性 微分 方程 


2.1. 通 解 的 形式 


设 
a: — A(t) -£ + B(t) (2.1.1) 
是 线性 微分 方程 : 4 是 连续 映射 I 一 Z(E; E), B 是 连续 映射 了 一 E. 已 知 (定理 


1.9.1) 这 方程 有 唯一 解 p :了 一 一 满足 p(to) = zo (对 于 已 给 的 to € I K zo € E). 
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EX. 微分 方程 
L 
1 = A(t) z (2.1.2) 
叫做 与 (2.1.1) 连带 的 齐 次 方程 . 
显然 , 如 果 y 是 (2.1.2) 的 解 , 并 且 如 果 y 是 (2.1.1) 的 解 , 那么 o + b Æ (2.1.1) 
的 解 ; 事实 上 ， 


Pt + W (E) = AC) pt) + AC) - plt) + B) = A(t)(e(t) + w(t) + B(t). 


特别 , 设 y(t; zo) 是 齐 次 方程 (2.1.2) Æ t = to 取 值 zo 的 解 ; 并 且 设 w(t) 是 
(2.1.1) Æ t = to 为 零 的 解 . 那么 (2.1.1) 在 上 = to 取 值 zo 的 解 是 


p(t; zo) + Y(t). 
( 齐 次 方程 (2.1.2) 的 “ 通 解 ”与 方程 (2.1.1) 的 一 个 特 解 的 和 ). 


2.2. 齐 次 线性 方程 研究 
我 们 研究 方程 (2.1.2). 显然 有 (用 上 列 记号 ) 


p(t; £o) + p(t; £1) = p(t; zo + z1), 
p(t; Azo) = Aplt; zo), AER. 


换 句 话说 , 对 于 t= to (to 取 定 ), p(t; zo) 与 初始 值 zo 线性 相关 . 

特别 , 对 任何 t, p(t;0) = 0. 因此 如 果 一 个 解 z = p(t) 对 一 个 特别 值 to € 了 是 零 ， 
那么 它 在 了 中 恒 等 于 零 . 作为 推论 : BREA k PE p1(t),… ,pk(t); 如 果 有 常数 (不 
全 为 零 ) Xi Ak 使 得 》 Xipi(to) = 0, 那么 对 t 8 I, YO Milt) = 0; 换 句 话说 , k 


个 解 mw 是 线性 相关 的 . 
p(t; zo) 对 zo 线性 相关 这 一 事实 特别 要 准确 说 明 . 事实 上 , 与 方程 (2.1.2) [其 中 

未 知 量 是 映射 p : I — E] 相连 带 , 取 另 一 齐 次 线性 微分 方程 , 其 中 未 知 映射 RE) 在 
Z(E; E) 中 取 值 . 这 就 是 方程 

dR 

— A(t) o R(t). (2.2.1) 
这 种 写法 的 意义 是 清楚 的 : 导出 映射 dR/dt = R'(t) € Z(E; E) 必须 等 于 线性 映射 
A(t) € Z(E; E) 及 R(t) € Z(E; E) 的 复合 映射 . 这 正 是 一 个 齐 次 线性 微分 方程 : 如 
果 和 暂时 令 E' = Z(E; E), 元 素 Alt) 确定 一 个 连续 线性 映射 E 一 E', 即 f — A(t)of. 
[对 于 f e Z(E; E). 如 果 暂 时 把 C(t) 叫做 Z(E”; Er) 中 的 元 素 (由 4(t) 确定 ), 由 
F AE o F ISIAH 1: || f ||, 我们 有 


| CŒ I<! AE 11. 


. 116 ` 第 二 章 微分 方程 


由 于 A: I @(E; E) 连续 , 我 们 有 
A(t) = lim A(t’), 
Bp 
lim || AŒ) — AD = 0. 


ICE) -CAI < IAC — A(t)||, TILK Y HEF t 时 , C(t') 趋 近 于 C(t). 换 句 
话说 , C : I> (Er; E!) 正 是 一 连续 映射 . 证 完 . 

于 是 微分 方程 (2.2.1) 正好 属于 已 研究 过 的 类 型 , 并 且 可 对 它 应 用 解 的 存在 与 唯 
一 性 定理 (定理 1.9.1). 把 R(t,to) 记 作 (2.2.1) 的 解 , 对 于 t = t, CRAE 1g; 把 
lg € Z(E; E) 记 作 从 五 到 五 的 恒 等 映射 . 这 样 就 得 到 : 


定理 2.2.1. 微分 方程 ~ Po ag 
dt 
F t= to PAE zo 的 解 等 于 
R(t, to) ` zo, 
这 里 R(t,to) 表示 (2.2.1) 对 于 上 = 加 取 值 15 的 解 . 
证 ， 设 x(t) = R(t,to) :zo. 计算 导出 映射 z: 
x(t) = R'(t,zo) : £o; 
由 方程 (2.2.1), 上 式 右 边 等 于 
(A(t) o R(t, to)) : zo = A(t) - (R(t, to) : zo) = A(t) - z(t). 
于 是 z(t) 正 是 (2.1.2) 的 解 ; 对 于 t= to, 它 的 值 是 
R(to,t0) .zo = 1g :zo = zo. 证 完 . 
EX. R(t, to) 叫做 方程 (2.1.2) 的 预 解 式 (或 预 解 核 ). 
定理 2.2.2. 如 果 to,ti AtA IPES, RNA 
R(t, to) = R(t, t1) o R(ti, to). (2.2.2) 


证 .暂时 把 (2.2.2) 的 右边 记 作 S(t); 我 们 有 


dS d 
= ($ret) o R(ti, to) 


= A(t) ° R(t, tı) ° R(tı, to) = A(t) o S(t). 
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因此 映射 5(t) 是 方程 (2.2.1) 的 解 . 对 于 上 = 1, 它 的 值 是 

lg o R(ti,to) = R(ti,to). 
因此 S(t) 是 对 上 = t, 取 值 R(ti,to) 的 解 ， 于 是 (2.2.2) 的 左边 , 即 R(t, to), 也 是 
(2.2.1) 的 解 , XE t = tı 取 值 R(ti,to). 由 此 得 不 等 式 (2.2.2). 证 完 . 


系 2.2.3. 我 们 有 R(t,to) = Isom(E; E), 并 且 送 同 构 是 R(to,t). 
事实 上 ， 


R(to, t) ° R(t, to) = R(to, to) = lz, 
R(t, to) o R(to, t) = R(t,t) = 1g. 
注意 我们 已 对 实 巴 拿 赫 空间 E 进行 论证 , AT At) 是 AE E) 中 一 个 元 
素 . 但 是 也 可 作出 复 的 理论 : 如 果 FE E: C 上 的 巴 拿 赫 空间 , 考虑 连续 映射 
A: I— Z(E; E). 
因为 (E; E) C LRE E), 所 以 可 以 应 用 线性 微分 方程 理论 . 但 是 这 里 预 解 式 
R(t,to) 是 (E; E) 的 一 个 元 素 , 甚至 是 Isom(E; E) 的 一 个 元 素 . 
2.3. E 有 有 限 维 情形 
设 n Æ E BER. 实际 上 , 有 两 种 理论 : 实 的 理论 , 在 其 中 E 与 R" 同 构 ; 以 及 
复 的 理论 , EHP E 与 C" 同 构 . 在 两 种 情形 下 , 假定 选取 了 E 的 一 个 基 ; 那么 给 出 
的 同 态 At) 由 一 个 n 行 、n 列 的 方 阵 
{0i; (t)} 
所 确定 , 其 中 各 项 a, (t) 是 区 间 了 上 的 连续 函数 ; 这 些 函 数 在 实 的 情形 下 取 实 数值 ， 
在 复 的 情形 下 取 复 数值 . 未 知 映射 z( (在 E 中 取 值 ) cH n 个 在 R (sk C) 中 取 值 
的 函数 zi;(t) 确定 的 , 并 且 微 分 方 组 (2.1.2) 变 成 了 含 n 个 方程 的 微分 方程 组 


对 于 上 = to, 可 给 出 n 个 未 知 函 数 的 初始 值 (zi;)o. WM R(t, to) 由 一 个 方 阵 
[ri (tto), 其 中 rij(to, to) = ó; 


确定 . 由 于 R(t, to) 是 一 同 构 , 这 方 阵 的 行列 式 det R(t, to) Z 0. 我们 将 看 到 这 行列 式 
易于 从 和 矩阵 {ai (t)} 算出 . 
为 此 , 我 们 记得 矩阵 (aY 的 迹 或 有 限 维 向 量 空间 的 同 态 4 的 定义 : 它 就 是 


MA) = Y las (对 角 线 元 素 的 和 ) 
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这 是 与 基 的 选取 无 关 的 元 素 [我 们 记得 , 事实 上 , Tr(4) 是 下 列 特征 方程 的 根 的 和 : 
det(A — À1g) = 0]. 
命题 2.3.1， 我 们 有 
det R(t, to) = exp f I Tr(A(r))dr. (2.3.1) 
证 明 这 命题 与 证 明 下 列 结果 一 样 : 函数 
y(t) = det R(t, to) 
满足 微分 方程 
y' (t) = (Tr(A(8))) y(t) (2.3.2) 
及 初始 条 件 y(to) = 1 [显然 , 因为 det(1g) = 1]. 
因此 要 证 明 (2.3.2). 把 R(t, to) 写作 R(t). W E 的 一 个 基 (e1, ,en); 由 五 的 
外 代数 , RITA: 
R(t)Je1 A++- A R(t)en = det(R(t)) -e1 A+ A en. 
对 t 求 导 出 映射 ,上 式 左边 的 导出 映射 是 
R'(t)ei A R(t)e2 A- +- A R(t)en + R(t)e1 A R'(t)eə2 A. A R(t)en +- 
+ R(t)e1 A++- A R(t)en—1 A R'(t)e,, 
(多 重 线性 映射 的 导出 映射 ). 然而 由 微分 方程 (2.2.1), 上 式 等 于 
(A(t) o R(t)e1) A R(t)es A +- A R(t)en + R(t)e1 A (A(t) o R(t)e2) A +- A R(t)en +--- 
+ R(t)e1 A++- A R(t)en-1 A (A(t) o R(t)en) 
或 令 R(t)je; = e (对 于 i =1, ,n), 上 式 等 于 : 
(4 人 bei)Aes 和 AAAe + el A (Alte) A Ae +... 
+e Ae Aeh A (Alte). (2.3.3) 
设 {ai;(t)} 是 对 于 基 (el, e) 的 矩阵 A(t). 可 立即 看 出 (2.3.3) 等 于 


[> a0) eA... Ael, = Tr(A(t)) - R(t)er A- -+ A R(t)e,, 
x = Tr(A(t)) - det(R(t)) (e1 A: A ex). 
最 后 我 们 证 明了 


和 (detR(b)(ei 人 


Z (det R(t) = Tr(A(t)) - det(A(t)), 


这 正好 是 微分 方程 (2.3.2). 
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2.4. “ 带 右 端 项 的 ”线性 方程 
设 有 微分 方程 
dz 
dt 
其 中 A(t) 及 B(t) 的 意义 同 2.1 B. 设 R(t to) 是 连带 齐 次 方程 的 预 解 式 (参看 定理 
2.2.1).“ 常 数 变易 法 ”中 , 要 令 


= A(t) -£ + B(t), (2.4.1) 


z(t) = R(t, to) y(t) (2.4.2) 


并 且 要 取 y(t) 作为 未 知 映射 代替 z(t) [由 于 R(t, to) € Iom(E; E), x(t) K y(t) 中 的 
一 个 可 确定 另 一 个 ]. 表达 (2.4.2) 中 的 z(t) 满足 (2.4.1), 由 于 R(t, to) 是 方程 (2.2.1) 
的 解 , 我 们 有 
dr dR s: 
a a ER 


把 上 列 dz/dt 的 值 代入 (2.4.2), 简化 后 得 : 


l = A(HIR(, to) -vO + RZ. 


R(t, to) U 


= 


由 于 R(t,to) 1 = R(to, t), si 
a- = R(to, t) : B(t). (2.4.3) 


这 就 是 要 求解 的 微分 方程 . CRH y(t) 是 R(to,t) B 的 原 映射 ; 而 由 (2.4.2), 
我 们 有 : 


Zo = z(to) = R(to, to) :y(to) = y(to), 


y(t) = zo + f R(to, T) - B(r)dr. 
把 上 式 代 入 (2.4.2), 并 且 注 意 到 


R(t,to) | R(to, T) - B(r)dr = [Rewo - R(to,T)) - B(T)dT 
= f R(t, T) - B(r)dr. 


x(t) = R(t, to) ` £o + f | R(t,r) - B(r)dr. (2.4.4) 
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因此 齐 次 方程 的 预 解 式 也 可 用 来 解 “ 带 右 端 项 的 ”方程 (2.4.1). 注意 (2.4.4) 的 
右边 是 两 个 映射 的 和 : 第 一 个 R(t,to) . zo 是 齐 次 方程 的 “ 通 解 ”, 第 二 个 


j R(t, T) - B(r)dr (2.4.5) 


to 


是 方程 (2.4.1) 对 t = to 为 零 的 解 . 这 结果 与 我 们 在 2.1 段 开始 时 所 见 到 的 相符 合 . 
注意 (2.4.5) 表明 了 这 个 解 与 映射 B(t) 线性 相关 . 


2.5. n 阶 齐 次 线性 微分 方程 情形 
我 们 要 把 前 面 的 结果 “转移 ”到 n 阶 方程 情形 . 现 从 一 个 齐 次 线性 方程 开始 : 


dz dz dir 
Po = Ao(t) -x+ Áı (t) . E E An-1(t) T 
n—l1 ; 
dz dr 
= y 40 (GE 25. 


其 中 r(t) 是 未 知 映射 I 一 E(E: BERZH), “REC Alt) 是 已 给 连续 映射 I 一 
Z(E: E). n = 1 情形 已 经 讨论 过 (2.2 Ez), 要 把 一 般 情 形 化 到 ”= 1 情形 , 只 要 考虑 
含 n 个 齐 次 线性 微分 方程 的 方程 组 , 其 中 ”个 未 知 映射 


w(t) = z® (t), x(t), 2” (t), a (6) 


在 五 中 取 值 ; 这 方程 组 是 : 


dar , d , dx a —_2) 


d “d O da kil: (2.5.2) 
dz n—_1) 
g = A(t): z+ A(t) a T T An-1(t) S. 
这 方程 组 可 看 作 只 是 一 个 方程 , 其 中 未 知 映射 在 
E= Ex xE (n B) 
中 取 值 , 这 个 未 知 映射 X(t) 的 n 个 合成 映射 是 r(t), x(t), rD (0). 
于 是 (2.5.2) 可 写成 
其 中 A(t) e Z(E"; En) 是 由 ÍT, n 列 的 矩阵 确定 的 [其 中 元 素 在 Z(E; E) 中 ]: 
lg 0 
0 lE 
A(t) = : : : I . (2.5.3) 
0 0 0 lp 
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设 R(t, to) 是 预 解 矩阵 ; 这 是 一 个 n 行 、n 列 的 矩阵 ; 把 它 的 第 一 行 中 的 元 素 
记 作 
Ro(t, to), Rı(t, to), , Rn-1(t, to). 
XF t = to 取 值 Xo = (20, 2h, , a67 P) 的 解 XE) = [e(t), r(t), , 0D (g) 
给 出 如 下 : 


x(t) = Ro(t, to) - zo + Rı(t, to) - xo +: + Rn-1(t, to): z (824) 


n—1 


A (2.5.4) 
i=0 
给 出 (t), ,z("-D(t) 的 表达 式 显然 可 从 (2.5.4) 对 t 逐次 求 导 得 出 : 
di n—1 f ; 
s DD (2.5.5) 
i=0 


H RP (t to) 是 R(t, to) 的 j 阶 导 出 映射 . 因此 预 解 矩阵 是 


dš Ri 
R(t, to) = | dti "(tb to)| O0<.<n-—1 ` (2.5.6) 


0<j<=—1 


(2.5.7) 


并 带 有 初始 值 


— (to,to) = 0ijlp (2.5.8) 


上 式 表明 , 对 于 t = to, 矩阵 (2.5.6) 是 单位 矩阵 . 于 是 每 个 Ri(t,t0) € .YZ(E;E) 是 n 
阶 微分 方程 (2.5.7) 的 解 , 它 和 它 的 前 n 一 1 个 导出 映射 的 初始 值 是 由 (2.5.8) 给 出 的 . 

现 考 察 是 一 维 向 量 空 间 这 一 特殊 情形 : 因此 在 实 的 或 复 的 情形 分 别 设 E — R 
sk E = C: Alt) 是 取 纯 量 值 的 函数 , 记 作 alt); 已 给 的 微分 方程 写作 


n—1 
2.5. 
o Š, (2.5.9) 


其 中 未 知 函 数 z(t) 取 纯 量 值 . 于 是 预 解 矩阵 R(t, to) 是 n 行 、n 列 的 通常 矩阵 , 矩阵 
中 元 素 是 取 纯 量 值 的 函数 : 


RG, to) = | 经 ea 
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并 且 每 个 函数 r; (t) 是 方程 
diri 
a i -5o 区 x. 


的 取 初 始 值 dir,/d = ôi; (对 于 上 = to) 的 解 . 方程 (2.5.9) 的 通 解 是 


n—1 
z(t) = bP ri(t, to); zÔ. 
i=0 


(2.5.9) 的 解 成 一 向 量 空间 ; 于 是 对 于 一 个 已 给 的 to,r; (t, to) 形成 这 个 n 维 空间 
的 一 个 基 . 而 且 我 们 有 


detR(t,to) = det 和 F (t, to) 
把 关系 式 (2.3.1) 应 用 到 现在 的 情形 : 在 这 里 我 们 有 
TrA(t) = an—1ı(t), 


由 此 得 


det É (t, to)| = exp Í an—ı(T)dr. (2.5.10) 
我 们 将 注意 到 : 这 是 把 
z(to), 2 (to), wt Ta (to) 


变换 到 

z(t), x(t), £H (t) 
[这 适用 于 (2.5.8) 的 任何 解 x(t) 的 线性 变换 的 行列 式 . 由 此 导出 : 考虑 (2.5.8) BJ n 
个 解 z1(t),…. ,zn(t); 那么 行列 式 


21 人 的 a) e PA 

zalt) 25(8) = gTV) 
det . l 

Salt) Ht) - ak (0) 


(叫做 这 n 个 解 的 朗 斯 基 行 列 式 ) 等 于 它 对 于 t= to 的 值 与 行列 式 (2.5.10) [ 它 是 严 
格 正 的 ] 的 乘积 . 特别 , 如 果 n 个 解 的 朗 斯 基 行 列 式 对 于 一 个 特定 的 值 to 是 零 , 那么 
它 对 任何 t EF; 这 条 件 表明 存在 着 一 个 线性 关系 式 


> cixi(t) z 0, 
i=1 
其 中 常 系数 ci PEER. 
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2.6.“ 带 右 端 项 的 ”n 阶 线性 微分 方程 
这 是 一 个 方程 


Ti 5 e E (2.6.1) 
?一 0 


其 中 未 知 映射 z : I — E 在 巴 拿 赫 空 间 E 中 取 值 , 已 给 映射 4;( 是 连续 映射 
I > @(E; E), 并 且 下 (是 已 给 连续 映射 了 一 E. 把 2.4 段 中 结果 应 用 到 方程 组 


dX 
= = A(t): X + C(e), 


其 中 矩阵 4( 由 (2.5.3) 给 出 , 并 且 
C(t) = 


于 是 (2.6.1) 的 通 解 是 连带 齐 次 方程 的 通 解 公式 (2.5.4)] 及 (2.6.1) 的 一 个 解 的 和 : 
这 解 本 身 和 它 的 前 n 一 1 个 导出 映射 对 于 t= to WER. 如 果 转 述 (2.4.4), 这 个 解 
可 写成 


a Rn-1(t,T)- B(r)dr |. (2.6.2) 


我 们 记得 (参看 关系 式 (2.5.7) 及 (2.5.8)) Rn-1(t,7) 是 微分 方程 


nl 


dn. S diS 
qm 二 3 A;(t) o T 
满足 下 列 条 件 的 唯一 解 : 它 在 LE E) 中 取 值 , 它 本 身 和 它 的 前 n 一 2 个 导出 映射 
对 于 t= 二 7 RER, 并 且 它 的 (n — 1) 阶 导出 映射 dn-1S/din-1 sF+ t= + 取 值 15. 
有 了 这 些 明确 解释 , 就 可 把 表达 式 (2.6.2) 看 作 解 出 了 带 右 端 项 的 方程 (2.6.1). 
我 们 给 出 两 个 实例 . 
例 1. 考虑 微分 方程 
dz 
dt = B(t), 
并 且 求 这 样 的 解 (B(t) 的 “mn 阶 原 映射 "): 它 本身 和 它 的 前 n-1 个 导出 映射 对 于 
t= to WEF. 显然 
(t—7)°! 


Rn 
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本 身 和 它 的 前 n 一 2 个 导出 映射 对 于 上 = + EF, 而 它 的 (n — 1) 阶 导出 映射 等 于 1 
它 满足 方程 dr?x/dt" = 0. 因此 所 求 的 解 是 


t (t—7)"-! 
T B(r)dr |- 


o (n 


[我们 没有 写 1g, 因 1g- B(T) = B(7)]. 因此 求 ” 阶 原 映 射 只 需要 作 一 个 简单 积分 的 
计算 . 
例 2， 考 虑 二 阶 微分 方程 
d27 
dt2 
下 列 映射 和 它 的 一 阶 导出 映射 , 对 于 t= to 都 是 零 : 


+z = B(t). 


f l e 


这 映射 是 上 列 方程 的 解 . 事实 上 , 映射 S(t) = sin(t — +) :15 满足 
d25 
PA +S =0. 
它 对 于 上 = 7 EF, 并 且 它 的 导出 映射 等 于 1p. 
2.7. 常 系数 线性 微分 方程 
现在 研究 已 给 映射 A : I — (E; E) 是 常量 的 特殊 情形 .首先 考虑 齐 次 线性 
方程 
a (2.7.1) 
其 中 A e Z(E; E) 是 已 给 的 . 这 里 可 以 取 I = R; 预 解 式 R(t,0) = R(t) 是 映射 
R 一 Z(E; E), 它 是 微分 方程 


R 
= s= 2, /:2 
Pn Ao R, (2.7.2) 


的 满足 初始 条 件 R(0) = 1s 的 解 . 现 要 把 这 映射 明显 作出 . 在 第 一 章 中 (参看 定理 
1.7.1), 已 经 作出 指数 映射 的 定义 : 对 于 A € Z(E; E), 
exp Á = Xo -A (2.7.3) 
n20 ` 
[约定 A = 1g]. 由 于 
| A"|| < II， 
前 式 右边 是 正规 收敛 级 数 . 现 要 证 明 : 如 果 令 


R(t) = exp(t4) (XPT te R), 
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这 样 确定 的 R(t) 满足 (2.7.2); 因 显 然 有 R(0) = 1g, R(t) 正好 是 要 求 的 预 解 式 . 
我 们 有 I 
R(t) = 》 — A". (2.7.4) 


这 是 t c R 的 帘 级 数 的 和 , 级 数 的 “系数 ”在 (E; E) 中 . 由 震级 数 求 导 的 定理 , R(t) 
有 导出 映射 R(t), 它 等 于 (2.7.4) 右边 的 级 数 逐 项 求 导 而 得 寡 级 数 的 和 : 


tm 一 | 


/ RA Ron t” n 二 1 
R) = >. G 54 => 4 
nzi n20 


我 们 可 取 4 作为 因子 (例如 作为 左 因子 ): 


R'() = Ao z Zar) = Ao R(t). 


n20 ` 


证 完 . 


总 之 , (2.7.1) 对 于 t= to 取 值 zo 的 解 是 
z(t) = exp((t — t0)A) - zo |- (2.7.5) 
我 们 注意 关系 式 (2.2.2) 在 这 里 可 写成 
exp((t — to)A) = exp((t — t1)A) o exp((tı — to)A), 
而 且 我 们 知道 
exp(( + t2)A) = exp(t1 A) + exp(t2 4), 
因为 只 要 上 自 同 态 41 及 42 可 交换 : Aı o À = A2 0 Ai, 更 一 般 有 


exp(41 + 42) = (exp Ai) ° (exp A2). 


更 特别 , 关系 式 exp(tA) o exp(—tA) = 1g 表明 exp(tA) € Isom(E; E). 
设 有 一 种 “ 带 右 端 项 的 ”微分 方程 : 
= = A. z+ B(t); 


根据 (2.4.4), 对 于 t= to 为 零 的 解 由 下 列 公式 给 出 ; 


z(t) = J (exp(t — T)A) - B(r)dr. 
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2.8. 常 系数 方程 : E 有 有 限 维 情形 
我 们 限于 考虑 E 是 ” 维 复 向 量 空间 , 并 且 4 e Z(E; E) 情形 . 于 是 exp(t4) e 
Isomc (五 ; E). 连带 着 A 的 给 出 , 把 向 量 空 间 E 分 解 成 几 个 子 空 间 的 直 和 ， 
自 同 态 4 的 “特征 ”方程 是 
det(A — À1g) = 0; (2.8.1) 
这 是 和 的 n 次 方程 , 它 的 根 (C 中 元 素 ) 是 自 同 态 4 的 特征 值 . 由 达 朗 贝尔 - 高 斯 
定理 , 这 方程 有 ”个 根 , 条 件 是 把 每 个 根 的 个 数 按 它 的 重 数 计算 . 设 A; 是 不 同 的 特 
征 值 . 并 且 ki > 1 是 根 Xi 的 重 数 . 假定 下 列 结果 是 已 知 的 ; 要 证 明 它 只 须 用 E 的 适 
当 的 基 把 方 阵 4 化 成 三 角 型 : : 
引 理 . 对 于 方程 (2.8.1) 的 每 个 ki 重 根 Ai, 设 E, 是 满足 下 列 条 件 的 zeEEB 所 
构成 的 子 空间 
(A— ilg)" z = 0; (2.8.2) 
空间 E; 有 维 数 ki ( 它 含 有 根 Xi 的 特征 向 量 ), 并 且 马 是 这 些 E, Ait. (我 们 恰好 
有 k, = n). 
承认 了 这 一 引 理 , 显然 由 z e E, 可 导出 A. z € Ep, 因为 
((A— àilg)™ o A) -x = (A (A — Ailg)™") -x = A- ((A — àilg)™ - x) = 0. 
把 4 诱导 出 的 线性 映射 记 作 A; € Z(E; E,). 我 们 有 


(A; — X1g,)Ë: = 0. (2.8.3) 
在 这 些 条 件 下 , 齐 次 方程 
dz 
d T 
等 价 于 一 齐 次 方程 组 
= Aizi, (2.8.4) 


其 中 zi(t) 是 在 E, 中 取 值 的 映射 . (2.8.4) 的 解 是 
z, (t) = exp(tA;) “Ui, 其 中 u; = z; (0) € Ei. 
由 (2.8.3), exp(tA,) 可 以 简化 ; 现 写 出 如 下 , 其 中 为 了 简便 , 把 A Ale, 写作 A,— X: 


Ait Ait P ki—1 
exp(tAi) = e^* expt(Ai — A;) = e^ (1x +t(Ai — Ai) ++ kop 一 Xi) ) 
= e**t P,(t), 
其 中 Pi(t) 是 在 (Ei; Bi) 中 取 值 、 次 数 < k, — 1 的 多 项 式 . 当 (初始 值 ) u, POR E, 
中 的 值 时 , 多 项 式 P(t) u 形成 一 个 (ki 维 的 ) 向 量 空间 , 其 中 元 素 是 在 E 的 子 空 
间 E, 中 取 值 、 次 数 < k; -1 的 多 项 式 . 总 之 , 我 们 有 
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命题 2.8.1. 对 于 4 的 每 个 ( 重 数 是 ki 的) 特征 值 和 i, 齐 次 方程 
dz 
qia (2.8.5) 
有 (在 E, 中 取 值 的 ) 解 ; 这 些 解 形成 一 个 k, 维 向 量 空间 , 其 中 每 个 解 的 形状 是 
eNtQi(t), 


这 里 Q(t) 是 (在 E, 中 取 值 的 ) 次 数 < ki 一 1 的 多 项 式 . (2.8.5) 的 任何 解 是 若干 个 
这 种 解 的 和 : 
s= S ee Q (D: 


和 式 是 对 若干 个 不 同 特征 值 的 集 取 的 . 
特别 情形 . 如 果 特 征 方程 (2.8.1) 有 个 不 同 的 根 , 对 于 每 个 特征 值 , 方程 (2.8.5) 
有 一 个 下 列 形状 的 解 : 
etc (c € E, c, Z 0). 


并 且 任 何 解 是 这 样 的 ”个 特 解 的 ( 常 系数 ) 线性 组 合 . 

实用 方法 . 采用 待定 系数 法 . 对 于 每 个 根 X. 写 出 最 一 般 的 在 E, 中 取 值 的 ;一 1 
次 多 项 式 Q,(t) [这 样 就 出 现 (k)? 个 纯 量 系数 ], 并 且 把 extQ@Qi (t) 表示 成 (2.8.5) 的 
解 ; 这 样 就 得 到 系数 所 必须 满足 的 一 些 关 系 式 . 事先 已 知 只 有 ; 个 待定 系数 . 
2.9. 常 系数 n 阶 线性 微分 方程 

只 须 结合 2.5 及 2.7 段 中 的 结果 . 设 已 给 方程 


dz dz dig 
E EE te E As 2 s ss 9. 
dt” Oa hdi SSS A... dtn—1 ° (2.9.1) 
其 中 z: R — E AK NIB E HE A e Z(E; E) 是 已 给 的 . 令 
0 lg 0 0 
0 lg 
A= I i : : (2.9.2) 
0 0 0 lg 
Ao 41 A A,..-1 
并 且 有 
Ro(t) R. (t) Rn-1(t) 
Rolt) Ri) Ra- (8) 
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已 给 “ 带 右 端 项 的 ”方程 
ny W diz 
Tr = y A sz + B(t); 
i=0 
XF t= to, 方程 的 解 本 身 及 它 的 前 n — 1 个 导出 映射 就 是 零 的 解 是 
J Rn-1ı(t — T)B(r)dr. 


2.6 段 末 给 出 的 例子 属于 这 种 情形 . 
更 特别 地 考察 E 是 一 维 复 空间 、 即 E = C 情形 . 设 有 ( 齐 次 ) 方程 


d'r dir 
?一 0 


其 中 ui c C 是 已 给 常数 , z(t) 是 在 C 中 取 值 的 未 知 函数 . 设 A e .2(C";C") 是 由 方 
阵 (2.9.2) 所 确定 的 线性 映射 , 方 阵 中 的 A, 要 换 成 a. 于 是 特征 方程 


det(A—A.1)=0 


就 是 
A 5 a, š; (2.9.4) 
i=0 
为 了 证 明 这 一 点 , 写 出 对 于 值 X, 存在 着 一 个 特征 向 量 , 这 就 是 说 (由 2.8 Ez), 存在 着 
形 如 
Z= M 


的 (2.9.3) 的 解 ; 于 是 显然 得 到 关系 式 (2.9.4). 由 2.8 段 中 的 结果 , 如 果 X 是 方程 
(2.9.4) 的 k; 重 根 , 微分 方程 (2.9.3) 有 k, 个 线性 无 关 的 解 , 与 每 个 A 相应 的 解 形 如 


eòitqi (t), 


其 中 q(t) 是 取 纯 量 值 的 、 次数 < k, — 1 的 多 项 式 . 然而 这 些 多 项 式 形 成 一 k, 维 向 
量 空间 ; 因此 次 数 < k; — 1 的 任何 多 项 式 gi(t) 是 方程 (2.9.3) 的 一 个 解 etgi(t). 总 
之 有 : ` 


命题 2.9.1. 齐 次 方程 (2.9.3) 的 通 解 形 如 
No eq (t), 


其 中 qi(t) 是 ( 取 纯 量 值 的 ) ki 一 1 次 多 项 式 (ki: 根 X 的 重 数 ); 和 式 是 对 特征 方程 
的 不 相同 的 根 的 集 作 出 的 . 
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3. 一 些 问 题 


3.1. 含 一 个 参 变量 的 线性 自 同 构 群 
设 瑟 是 巴 拿 赫 空 间 , 并 且 设 A 8 Z(E; E); 映射 
t => exp(tA) (3.1.1) 
JEM R F| E BJ B FJR Isom(E; E) 中 的 一 个 连续 映射 . 由 于 我 们 有 
exp((t + t')A) = exp(tA) o exp(t' A), 
(3.1.1) 是 从 加 法 群 R 到 群 Isom(E; E) 中 的 一 个 同 态 . 


相反 地 , 设 
tr B(t) 
是 从 加 法 群 R 到 Isom(E; E) 中 的 一 个 同 态 ; 假定 映射 B 属于 C1 类 . 设 4 = B'(0) 
是 B 的 导出 映射 对 于 t= 0 的 值 ; 我 们 有 
B'(t) = lim L (B4 二 内 二 BO) 


因此 B(t) 是 微分 方程 


的 解 , 而 且 B(0) = 1p; 换 名 话说 , B(t) = exp(tA). 

RITE c! 类 的 同 态 R 一 Isom(E; E) 叫做 E 中 线性 自 同 构 的 含 一 个 (加 性 ) 参 
变量 的 群 . 我 们 刚才 建立 了 这 些 含 一 个 参 变量 的 群 与 元 素 4 e Z(E; E) 的 双 射 对 应 
关系 . 我 们 往往 说 4 是 含 一 个 参 变量 的 群 的 “无 穷 小 变换 ”. 

例 . (1) 对 于 4 = 1p, 我 们 求 得 群 

f B(t) = etlp, 
即位 似 比 > 0 的 位 似 群 . 
(2) 在 平面 E = R? 中 , iZ A e Z(E; E) 由 下 列 方 阵 确定 : 


m 


我 们 有 A = -1g, 并 且 因 此 立即 得 到 


cost 一 Sint 
B(t) = f . 
sint cost 
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这 是 R? 中 的 旋转 群 ( 按 弧度 计算 , 旋转 角 是 t). 
(3) 更 一 般 , 设 E = R". 我 们 知道 正 交 群 O(n) 是 满足 


Bo {B=1p 


的 线性 变换 群 B e @(R";R"?) 其 中 tp 表示 B 的 转 置 映射 (这 就 是 说 , tB 关于 Rn 
的 典范 基 的 方 阵 , 是 B 的 方 阵 的 转 置 方 阵 ). 因此 设 t — B(t) 是 O(n) 中 变换 组 成 的 
含 一 个 参 变量 的 群 ; 我 们 就 有 


或 由 于 Bt)! = B(—t), 还 有 : 
tB(t) = B(—t). (3.1.2) 
因此 无 穷 小 变换 4 = B'(0) 满足 
tA = —A. (3.1.3) 


反 过 来 说 , 设 A e .Z(R";R") 满足 上 列 条 件 (这 表明 A 的 方 阵 是 “反对 称 的 ”); 如 果 
令 B(t) = exp(t4), 就 有 


然而 (An) = (t A)%; 由 此 最 后 得 
t B(t) = exp(t 4). 

由 此 看 到 : 由 (3.1.3) 可 导出 (3.1.2). 总 之 , 要 使 4 是 正 交 群 O(n) 中 含 一 个 参 变 量 
的 子 群 的 无 穷 小 变换 , 必须 而 且 只 须 4 满足 (3.1.3). 

由 关系 式 B(t)!(B(t)) = 1s 可 导出 (det B(t))? = 1, 由 此 得 B(t) = +1 (大 家 
都 知道 的 正 交 变 换 的 性 质 ). 但 det B(t) 是 t 的 连续 映射 , 对 上 = 0 等 于 +1 (由 于 
B(0) = 1g); 由 此 可 见 , 实际 上 对 任何 t, det B(t) = +1. 换 名 话说, Oln) 的 任何 含 一 
个 参 变量 的 子 群 包含 在 行列 式 为 +1 的 正 交 变 换 (“旋转 ”) 的 子 群 SOn) 内 . 
3.2. 含 一 个 参 变量 之 群 的 芽 

在 上 段 中 , 从 微分 方程 
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引 疝 E 中 线性 自 同 构 的 含 一 个 参 变量 的 群 ; 又 考虑 在 E 中 取 值 的 未 知 映射 z(t) 的 
微分 方程 


前 一 方程 的 解 B(t) 是 后 一 方程 的 预 解 式 . 
更 一 般 , 设 有 微分 方程 
+ = f(e), (3.2.1) 


其 中 f 是 从 U Fj 中 的 一 个 连续 映射 (E 表示 一 个 巴 拿 赫 空间 , U 是 E 中 一 个 开 
£) 并 且 是 局 部 李 普 希 茨 的 . 给 出 f 可 以 解释 为 在 开 集 U 中 给 出 了 一 个 向 量 场 : 对 
每 点 z € U, f 把 它 与 向 量 f(x) e E 连带 着 , 方程 (3.2.1) 可 看 作 上 段 所 建立 结果 的 
一 般 化 ; 这 里 所 出 现 的 唯一 特点 是 : 已 给 函数 f(z) 与 t 无 关 . 

设 已 给 zo € U;r, M 及 上 是 满足 下 列 条 件 的 大 于 0 的 数 : 闭 球 lz — zol gr 包 
REU N, 并 且 我 们 有 


f(z) < M， 对 于 lz 一 zol 和 nm 
IFE) — FES kle —z”||, XF |x’ — zoll <r, lz” — zoll] < r. 


对 满足 |u — zol < plp < r) 的 任何 u € E, 闭 球 B(u,r - p) 包含 在 球 B(zo,r) 内 ; 因 
此 由 一 般 定理 (定理 1.3.1 及 定理 1.7.1), 在 区 间 


t < — 
H, 方程 (3.2.1) 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 解 
z = p(t u) 
满足 e(0,u) = w 而 且 我 们 有 
le(tu)-u| < Miel 对 于 || <. (3.2.2) 


M 


可 看 出 : WR |u- zo|| < p < r, 并且 如 果 t 及 # e R WE t| + ]|t| < (r — p)/M, BË 
么 映射 


plt, p(t, u)) 
是 确定 的 , 并 且 它 的 值 在 球 ||z — zo|| < r 中. 
定理 3.2.1. 在 上 列 假设 下 , 我 们 有 


plt, plt u) = p(t +t, u) l. (3.2.3) 
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iF. 因为 在 微分 方程 (3.2.1) P, f(z) 与 t 无 关 , 所 以 tyt +t, u) AE t Æ 
= 0 的 邻 域 中 的 映射 ) 是 微分 方程 的 解 ; 对 于 t = 0, 它 的 值 显然 是 plt, u). 但 是 
(3.2.3) 的 左边 也 是 (3.2.1) 的 解 , CXI t = 0 取 值 g(t, u), 于 是 关系 式 (3.2.3) 可 由 唯 
一 性 定理 (定理 1.8.2) 推出 . 
引进 记号 o (u) 作为 e(t, u); 对 于 |t| < (7 一 p)/(2M), y1 是 对 满足 ||u — zo|| < p 
HJ u ME, FHER lz - zol <r 中 取 值 的 映射 . 定理 3.2.1 表明 : 对 于 充分 小 的 | 
及 ||, 在 心 为 zo、 半 径 充分 小 的 球 中 , 可 以 作 复合 映射 o, o gpr, 并 且 我 们 有 


Pt 9 Pt = @t+t | ` (3.2.4) 


为 了 表明 这 些 性 质 , 我 们 说 : 映射 w 在 zo 的 邻 域内 确定 含 一 个 (加 性 ) 参 变 量 了 二 之 
群 的 芽 . 我 们 看 出 : 给 出 微分 方程 (3.2.1), 就 在 U 的 每 点 的 邻 域 中 确定 含 一 个 参 变量 
之 群 的 芽 . 要 记 出 

和 pig = Felu): 
换 句 话说 , “轨道” 上 点 z = plu) 在 “时 刻 t? 的 “速度 向 量 ” 等 于 f(z), 即 已 给 问 
量 场 在 点 z 的 值 . 


注意 对 于 充分 小 的 t, RITE 


pt o p-e = PET; 
因此 o, 是 从 zo 的 一 个 邻 域 到 yi(zo) 的 一 个 邻 域 上 的 一 个 同 胚 . 可 以 证 明 : 如 采 映 
射 f 属于 C* 类 , 那么 o, 是 从 zo 的 一 个 邻 域 到 它 的 像 上 的 一 个 CE AY E] Be. 
3.3. 可 微 性 问题 
定理 3.3.1. 设 有 微分 方程 


dz 
+ 7 TED) (3.3.1) 


# P f: U — E OFE U c R x E) 是 已 给 Ok 类 (k > 1) 映射 . w z = yt) 是 
(3.3.1) 的 一 个 解 , 那么 p 属于 CR+1 类 . 
证 . 由 假设 , 我 们 有 

p'(t) = f(t, p(t)), (3.3.2) 
因此 p 是 上 的 连续 映射 ; 换 句 话说 , o 属于 C1 类 . 用 递 推 证 明 : 如 果 o 属于 C* 类 
(其 中 1 < h < k), y 属于 Cn+l 类 ; 由 此 显然 得 到 定理 中 的 结果 . 然而 如 果 ”属于 
Ch 类 , 由 复合 映射 定理 (第 一 章 , 定理 5.4.2), (3.3.2) 的 右边 也 是 Ch 类 映射 ; 可 应 用 
上 述 定理 是 因为 (t, z) — f(t,z) 属于 Ch 类 (BEA h < k). 因此 w 属于 Ch 类 ,从 而 
e 属于 Ch+1 类 . 
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3.4. 可 微 性 问题 ( 续 ): 对 初始 值 u 的 可 微 性 
微分 方程 总 是 设 为 (3.3.1). 已 知 (第 1.10 段 ) 如 果 f 连续 , 并 且 还 对 z 是 李 普 
PRW, 那么 方程 的 满足 lto u) = u 的 解 p(t， u) XJ u 是 李 普 希 茨 的 (对 与 wo 邻近 
的 u): 
lolt, u) — e(t,)|| < K|lu — vl]. 
现在 要 证 明 : 如 果 对 f(t, z) 作 一 可 微 性 假设 (下 面 将 明确 作出 ), olt, u) XF u 可 
微 . 事先 最 好 先 明 确 一 下 : 对 于 与 zo 邻近 的 初始 值 ú, E to olt u) 的 存在 域 . 
命题 3.4.1， 设 (t,z) — f(t,z) 是 连续 、 对 z 李 普 希 茨 的 映射 , 并 且 在 E 中 取 
值 . 设 (to,zo) € U, 并 且 设 了 是 紧 区 间 (to e D), 其 中 有 方程 (3.3.1) 的 解 
te y(t, Zo), 
它 满足 初始 条 件 w(to,zo) = zo. 那么 只 要 |u- zo|| 充分 小 , 在 同一 区 间 T P (当然 
也 可 能 越 出 TU, 存在 着 满足 p(to,wu) = 的 解 olt, u). 
证 ， 对 每 点 re 了 在 及 x 互 中 ,存在 着 点 (7,yp(7,zo)) 的 一 个 开 邻 域 W, 以 及 
数 k. 及 M,, 使 得 
W, c U: 
上 f(t,z) 川 < M, 对 于 (t,£) € W; , f XF z £: k, 李 普 希 茨 的 . 
由 于 了 是 紧 的 , 在 U 中 存在 着 一 个 开 集 V 包含 所 有 的 点 (t, p(t,zo))lt POR 了 中 的 
1], 并 且 存 在 着 两 个 数 M K k, 使 得 
f(t,z) <M 对 于 (t,z) € V; 
f 在 V 中 对 zx 是 有 李 普 希 茨 的 ， 
可 找到 > 0, 使 V 包含 满足 下 列 条 件 的 所 有 点 (t, z): 


t € I, ||z — e(t,zo)|| < r 


(又 应 用 紧 性 论据 ). 另 一 方面 , 设 一 数 a > 0 使 得 由 te I 可 导出 [| — to| <a. WE 
证 明 : 如 可 选取 忆 使 得 


(3.4.1) 


lu — zo|| < e ke, (3.4.2) 
那么 取 初 始 值 p(to,u) = u 的 解 p(t,u) 在 整个 区 间 了 中 存在 , 并 且 在 其 中 满足 
|e(t,u)— e(t,zo)|| <r 对 于 tel. (3.4.3) 


设 J 是 了 中 包含 to 的 最 大 区 间 , 在 其 中 yt u) 存在 并 且 满 足 (3.43) (参看 定 
EE 1.8.3). 现 要 证 明 J = L; 例如 证 明 J, 的 右 端点 t 8 J 并 且 等 于 了 的 右 端点 . 首 
先 , 由 于 对 于 te J,||/(t,e(t,u))|| < M, 如 果 t 及 te .由 有 限 增 量 不 等 式 ， 


lolt, u) — p(t < Mlt- t'l. 
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因此 当 t 通过 更 小 的 值 趋 近 于 ti 时 , olt, u) 有 极限 x1. 我 们 有 


xı — pt, zo) = lim ||e(t, u) — (t, zo)||; 


t<t1 


H 1.10 Ez, 我 们 有 
lolt, u) — e(t,zo)|| < e#lt—tol||u 一 zol 
(由 “基本 引 理 ”1.5.1). 因此 


|z — p(t, zo < el — zoll, 


于 是 由 假设 (3.4.2): 


lær — ptr, o)l] < retl- 


现 可 证 明 : BUE ti Æ I BASEMAN. 事实 上 , 在 这 种 情形 下 , 应 有 |ti 一 如 | < a, 
从 而 


| za — (tı, zo)|| < r, 


并 且 于 是 ti 应 是 一 个 小 区 间 的 内 点 , 在 这 区 间 内 微分 方程 应 有 一 解 w(t) 满足 
lY) = plt, zo| < r, Yt) = mi. 


那么 y 应 是 olt, u) 的 一 个 开拓 : 这 是 一 个 矛盾 . 
命题 3.4.1 保证 了 : 只 要 与 ro 充分 接近 , 解 olt, u) EZKE te I KEFE. 
现在 要 给 出 保证 y(t,w) 对 w 可 微 的 一 个 准则 : 


定理 3.4.2. 设 f(t,zx) 是 在 开 集 Uc R x 一 中 连续 、 在 瑟 中 取 值 的 一 个 映射 ; 

假定 偏 导出 映射 ft, r) 存在 , 并 且 是 (t,x) € U 的 连续 映射 [ 当 f E U 中 属于 C! 

类 时 , 情况 特别 是 这 样 ]. 设 (to, zo) € U, 并 且 设 了 3 to 是 一 紧 区 间 , 在 了 中 微分 方程 

dz 

dt 

有 满足 y(to, £0) = zo 的 解 p(t, zo). 既然 f 对 z 是 局 部 李 普 希 茨 的 (由 有 限 增 量 不 

等 式 , 考虑 到 fr 局 部 有 界 这 一 事实 ), 方程 (3.4.3) 在 I 中 有 一 解 x = e(t,u) 满足 

e(to,u) = u, 只 要 u 5 xo 充分 接近 (参看 命题 3.4.1). 那么 作为 (t.u) € R x E tik 
H, p(t,u) 是 C1 类 上 映射; 而且 导 出 映射 o (tu) att TE, 并 且 我 们 有 


ap pp ð 
mnm Du eu) (94) 


= f(t, x) (3.4.4) 


这 就 是 说 , ol (t.u) 是 微分 方程 
du 


= A(t,.u)o (t), yto) = lz (3.4.6) 
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的 解 y(t), 其 中 已 令 
A(t,u) = f: (t, p(t, u)), (3.4.7) 


这 定理 将 在 3.5 段 中 证 明 . 事先 从 它 导出 几 个 推论 . 由 (3.4.6), 作为 t 的 映射 ， 


p(t u) 正好 是 方程 
= A(t,u) z 
的 预 解 式 R(t,to); 然而 R(t, to) € Isom(E; E). 由 此 得 


R 3.4.3. 在 定理 3.4.2 的 假设 下 , 我 们 有 
y(t, u) € Isom(E; E). 
于 是 对 任何 tı € 1, 对 于 与 (t, uo) 接近 的 (t.u), 可 对 变换 


(t.u) — (t, @(t,u)) 


应 用 局 部 反 演 定理 . 因此 对 于 与 t 接近 的 t, 与 zo 接近 的 u, 以 及 与 ylti, zo) 接近 
的 z, 关系 式 


z = p(t,u) 
与 
u = (t, z) 
等 价 , 其 中 属于 C1 类 . 由 此 导出 : 考虑 点 (t, y(t, zo)) 的 集 , 其 中 上 BoA r 中 的 值 ; 


对 于 (t,x) 在 这 点 集 的 一 个 邻 域 中 , y 属于 C1 类 . 这 样 : 


R 3.4.4. ER x E PAEA (t,e(t,zo)) [t POR I PRE] 的 一 开 集 , 存在 着 
在 王 中 取 值 的 一 个 C1 类 映射 y, 使 得 微分 方程 (3.4.4) 与 解 z = p(t, zo) 邻近 的 任 
何 解 , 可 由 令 w(t,z) 等 于 与 zo 接近 的 任意 常数 u c E KA 


3.5. 定理 3.4.2 的 证 了 明 


我 们 要 进行 如 下 : 先 引进 映射 y(t), 即 线性 微分 方程 (3.4.6) 对 于 值 v = zo 的 
解 . 然后 证 明 对 于 接近 于 zo 的 u, 我 们 有 


lyt, u) — (t, zo) — y(t) : (u — xo) = o(||u — zoll). (3.5.1) 


由 导出 映射 定义 , 这 就 证 明了 yi,(t, zo) 存在 并 且 等 于 y(t). 已 对 u 取 值 zo 证 明了 
的 这 结果 , 对 与 v 邻近 的 值 也 成 立 ; 因此 2 (t.u) 存在 , 并 且 满 足 (3.4.5). 为 了 证 明 
e(t,u) 属于 C 类 , 还 要 验证 pilt, u) 及 z; (t.u) 是 (t.u) 的 连续 映射 . 然而 


pelt, u) f(t, y(t, u)) 
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显然 连续 . 至 于 y (t, u), 它 是 (3.4.6) 的 解 ; 并 且 因 为 由 (3.4.7), Alt, u) 是 (t, u) 的 连 
续 映 射 , 只 须 应 用 定理 1.11.1 就 可 得 这 一 结论 : (3.4.6) 的 解 y 是 自 变量 对 (t, u) 的 连 
续 映 射 . 
总 之 , 一 切 归 于 证 明 (3.5.1). 对 于 t = to, 关系 式 (3.5.1) 是 明显 的 , 因为 这 时 由 
定义 , y(to) = 1g, 而 p(to, u) = u,e(to,zo) = zo. 为 了 简化 书写 , < 
z(t) = p(t,u) — p(t, zo) — Y(t) (u — zo), (3.5.2) 
这 里 在 记号 z(t) 中 省 去 了 u. 通过 简单 计算 , 得 到 把 Alt, u) 写作 AO): 
z'(t) — A(t) - z(t) = f(t, p(t, u)) — f(t, p(t, £0)) — falt, p(t, zo)) - (p(t, u) — p(t, zo)). 
(3.5.3) 
现 用 有 限 增 量 不 等 式 估计 上 式 右边 . 事实 上 , 暂时 令 
e(t,u)= z, g(t, zo) = 71, 
(3.5.3) 的 右边 等 于 
f(t, z) E f(t, 21) = Jat) i (x J zı), 
而 且 这 是 z 的 一 个 映射 , 它 在 z = zi 时 为 零 , 它 的 导出 映射 是 


Jett) r: f-+(t, z1). 


由 此 得 
IG, z) = ft, 7x1) si f+(t,z1) ; (z 7 zı)|| < mllz g zıl, 
其 中 
m= sup ||f;(t,Àz + (1 — Nx) — f (t, z1)|| 
0<A<1 
= sup Iz (t, Ao (t, u) =P (1 =i à)y(t, zo)) = f, (t, p(t, Z0))||. 

O<AX<1 

于 是 我 们 有 


|z (£) — A(t) : zH] < m- p(t, u) — y(t, zo). 


然而 f(t, Aplt u) + (1 — A)e(t,zo)) 是 (t, A u) 的 连续 映射 ; B u 趋 近 于 zo 时 ， 
对 于 teET 以 及 入 Ee [0,1], EA FO) 一 致 趋 近 于 flt, y(t,x0)) (参看 引 理 1.10.3). 
于 是 已 给 £ > 0, 存在 着 n > 0, 使 得 我 们 有 : 只 要 |u- roll < n, 对 于 任何 te 了 


|z (t) — A(t) - z(t)|| < ellyt, u) — p(t, zo) (3.5.4) 
然而 由 1.10 段 , 存在 着 常数 K, 使 得 


lyt, u) — p(t, zo)l| < K ||u — zoll; (3.5.5) 
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把 上 式 代 入 (3.5.4), 就 得 到 : 只 要 ju — zo|| < n, 
lz’ ®©) — Al)  z(D < Kellu 一 zol 


而 由 (3.5.2), z(to) = 0. 应 用 基本 引 理 1.5.1 于 下 列 微分 方程 : 


映射 A(t) .z 对 z 是 a 2364352889, 这 里 
a = sup || A(t)||. 
tel 


由 (3.5.5), z(t) 是 误差 不 超过 Ke || u — zo || 的 近似 解 ; 取 同 一 初始 值 zx(to) = 0 的 准 
确 解 是 零 映 射 ; 因此 由 基本 引 理 得 
eolt—tol e 
jz |< Ke |lu — zo | E, 
换 句 话说 , 存在 着 常数 K, 使 得 我 们 有 : 对 于 任何 te I, RE | u — zo ||S n, 
| z(t) |< K'e || u- zo ||. 


这 表明 了 
|| z(t) Í< ol u — zo ||), 
上 式 恰 好 是 要 证 明 的 关系 式 (3.5.1). 


3.6. 对 微分 方程 所 含 一 个 参 变量 的 可 微 性 


定理 3.6.1， 设 有 微分 方程 

dz 
其 中 \ 在 巴 拿 赫 空间 L 中 变动 ; 假定 f 在 开 集 U c R x E x L 中 连续 , f(t, zx, 和) € 
(E; E) 及 f (t,z, X) € (L; E) 存在 并 且 是 (t, z, A) e U 的 连续 映射 . 设 (to, zo, ào) 
€ U, 并 且 设 I(to € D 是 一 紧 区 间 , 在 了 中 方程 

= = f (t, T, ào) 
有 一 解 p(t) 满足 y(to) = zo. 那么 对 于 充分 与 zo 接近 的 u 及 充分 与 Xo 接近 的 入 
方程 (3.6.1) 在 工 中 有 一 解 z = e(t,u, X) 满足 


(to, u, A) = u. 


于 是 plt u, A) 是 (tu, A) 的 Cl 类 映射 ; 而 且 gl (tu, A) 及 o) (tu, A tt TE, 并 
且 有 

0 

OtOu bup ƏtƏÀA OMot. 
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特别 , 映射 yi (t.u, A) 等 于 线性 微分 方程 


dz 
Sa B(t)o z + C(t) (3.6.2) 


在 @(L; E) 中 取 值 、 并 满足 z(to) = 0 的 解 , 这 里 已 令 
falt, p(t 
falt, p(t 


证 .我 们 要 立即 回 到 定理 3.4.2. 事实 上 , 引进 含 两 个 未 知 映射 z(t) 及 y(t) 的 
人 微分 方程 组 


Uu 
Uu 


dz _ dy _ 

大 三 /Ah a N 
并 带 有 初始 条 件 z(to) = u,u(to) = à (映射 yt) Æ L 中 取 值 ). 把 这 方程 组 看 作 唯一 
一 个 方程 , 其 中 未 知 映射 在 E x L 中 取 值 , 对 于 t= to 的 初始 值 是 (u, A). 对 这 方程 


应 用 定理 3.4.2. 由 此 求 得 解 

z= (tu), y=A 
它 是 对 (t.u, A) 的 C1 类 映射 . 证 明 易于 完成 . 
3.7. 高 阶 可 微 性 


定理 3.7.1. 设 有 微分 方程 


= = f(t,z, À), 

其 中 f #y £ Uc RxExL PAT Ok 类 (k > 1), 并 且 设 z= e(t,u, A) (对 te 
紧 区 间 P) 是 对 t= to PAE u 的 解 (参看 定理 3.6.1). 那么 映射 plt, u, A) 对 (t, u, À) 
属于 C 类 . 

证 .我 们 要 对 递 推 证 明 这 定理 . 这 定理 对 有 = 1 是 正确 的 (定理 3.6.1). 假 
定 它 对 有 一 (k > 2) 正确 , 要 证 明 它 对 k 正确 .只 须 证 明 pi(t, u, A), p(t, u, A) K 
palt, u, A) 是 Ces 类 映射 . 对 于 Ph 这 是 明显 的 ， 因 pilt, u, 2) = f(t, p(t, u, à), A), 
并 且 y(t, u, à) 属于 C*-1 类 ( 弟 推 假设 ). 

映射 pr (t, u, A) 是 方程 


= = 万 化 e(t,u,À), à) o y(t), y(to) = lg 


的 解 ; 上 列 方程 的 右边 对 (t,u, 入) 属于 C*-! 类 ( 递 推 假设 ). 因此 由 定理 3.7.1 应 用 
到 上 列 方程 , 可 见 它 的 解 属于 C*-! 类 ( 递 推 假设 ). 同样 , o (t, u, X) 是 方程 


Z = fi (t, p(t, u, A), A) o z(t) + FACE, plt, u, A), A) 
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在 (L; E) 中 取 值 、 且 满足 初始 条 件 z(to) = 0 的 解 , 上 列 微分 方程 的 右边 属于 C*-! 
类 ; 因此 把 定理 3.7.1 应 用 到 这 方程 ( 递 推 假设 ), 可 见 它 的 解 对 (t, u, A) 属于 C*-! 
类 . 证 完 . 

注意 FXE, 对 + 的 导出 映射 

pilt, u, À) 全 J (t, p(t, u, à), 入 ) 

对 (tu, A) 属于 Ck 类 , 而 不 仅 属于 Ck 1 类 . 
3.8. 二 阶 微分 方程 情形 

设 有 二 阶 微分 方程 

化 
oshin E), (3.8.1) 

其 中 了 在 开 集 U c Rx Ex E HEF Ot 2É (k > 1), 3F H#E E rh. i (to, zo, £h) € 


U. 由 前 面 的 一 般 定 理 , 存在 着 把 ro 含 在 内 部 的 一 个 区 间 r, 并 且 对 于 与 (zo,zf) Æ 
分 接近 的 任何 变量 对 (w,v) € E x E, 存在 着 方程 (3.8.1) 的 一 个 (唯一 的 ) 解 


T= e(t,u,u), tel, 
它 满足 
p(toy u,v) =u, pilto,u, v) = u. (3.8.2) 
映射 p(t,w,v) 属于 Ck 类 . 
定理 3.8.1. 在 上 列 假设 下 , 如 果 确 定 与 to 充分 接近 、 但 Z to 的 一 点 到 < 了 


那么 映射 
(u,v) — (u, p(t1, u,v)) (3.8.3) 

是 从 (zo0,z0) Æ E x E PARRE] (zo,z1) £ E x E *P— AARR L Ck 微分 同 
ME [已 令 Tı = @(ti, Zo, Z0 )]|- 

注释 现 说 明 这 定理 的 几何 意义 : 在 与 初始 位 置 zo 及 “初始 速度 ”zh 相对 应 
的 积分 曲线 

T = p(t, £o, £0) 

E, 我 们 注意 起 点 ro (对 于 t = to 的 位 置 ) 及 终点 zi (对 于 t= t 的 位 置 ). 于 是 如 
采 给 出 与 zo 及 zi 分 别 充分 接近 的 点 yo 及 y, 存在 着 与 z 接近 的 唯一 一 个 初始 速 
度 yo, 使 得 积分 曲线 z = y(t, yo, yb) XF t= t 正好 通过 点 y. 而 且 这 一 初始 速度 
yo 是 变量 对 (yo, y1) 的 C* 类 映射 . 


定理 3.8.1 的 证 明 . 只 须 证 明 


p, (tu, zo, z0) € Isom(E; E). 
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事实 上 , (3.8.3) 的 导出 映射 在 点 (zo, z0) 是 由 方 阵 


J 
A 
确定 的 ; 这 方 阵 是 Isom(E x E; E x E) 的 一 个 元 素 ; 我 们 应 用 局 部 反 演 定理 : (3.8.3) 
是 从 (z0, 1h) 的 一 个 邻 域 到 它 的 像 上 的 一 个 C* 微分 同 胚 . 
于 是 一 切 回 到 计算 y! (ti, z0, zt). Ú 
y(t) = Z, (t, To, To). 


我 们 知道 这 是 t 的 可 微 映射 , 并 且 


ap_ 9 09 
OtOvu Ov Ot 
特别 , 对 上 = to, 由 (3.8.2), RITE 
9 Op 
3 ər o, u, u) = 1g, 


因此 y(to) = 1g, 又 仍然 由 (3.8.2)， 
号 pliow 可 =0， 因 此 yto)=0 
由 此 导出 
ly(tı) — (tı —to)1g|| = o(lt1 — tol). 
因此 只 要 0 < |t- t| <el > 0 充分 小 ), 我 们 有 
ly(tı) — (tı — to)lgl| < [i — tol, 
从 而 y(t1) € Isom(E; E), 因为 
y(t1) = (ti — to)(1z + o), 
这 里 a e Z(E; E) 满足 |a| < 1. 因此 如 果 选 取 ti, 使 得 0 < |ti 一 to| < =, 就 有 
g! (tu, zo, £5) € Isom(E; E). 
证 完 . 
3.9. 不 含 自 变量 的 微分 方程 
我 们 已 经 谈 到 (参看 3.2 R, 含 一 个 参 变量 之 群 的 芽 ) 有 下 列 形 状 的 方程 : 


dz 
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这 里 f FE j= BJ E 中 一 个 开 集 U 内 属于 C1 类 . 
注意 一 般 情 形 可 以 归结 为 上 述 情形 : 已 给 微分 方程 
dz 


Z = f(t,z) (3.9.2) 
我 们 可 以 把 它 与 下 列 微分 程 相连 带 ( 含 实 变量 u 的 两 个 未 知 映射 x 及 t): 
dz dt 


tu) 在 R 中 取 值 ,， z(w) 在 巴 拿 赫 空 间 E 中 取 值 ], 并 且 给 出 下 列 初 始 条 件 : 对 于 
u = to, 我 们 要 求 t 取 值 to,z 取 值 zo, TÆ t =u K z(u) 是 一 映射 e(t), 它 是 (3.9.2) 
对 t= to 取 值 xo 的 解 . 

回 到 (3.9.1), 已 给 一 个 解 z = p(t), 我 们 关心 点 p(t) 在 空间 E 中 的 轨道 , 即 映 
射 o 的 像 , 而 不 关心 表示 这 轨道 的 参 变 量 t. 如 果 zo = y(to)， 并 且 如 果 f(zo) = 0, 
由 微分 方程 解 的 唯一 性 定理 , 我 们 知道 p(t) 是 常量 . 现 要 研究 f(zo) Z 0 情形 . 

为 了 简化 , 假定 E = Ru 并 且 设 zi, ,zn 是 点 z € R” 的 坐标 ; 设 ai ,an 
是 初始 点 zo € R” 的 坐标 . 方程 (3.9.1) 可 写成 一 个 方程 组 

I dz. 

dt 

并 且 设 函数 f, 中 至 少 有 一 个 在 点 (a1,… ,an) 处 Z 0. 例如 假定 


万 (al ,an) Z 0. 
至 少 在 (a1,… ,an) 的 一 个 适当 的 邻 域内 , 方程 组 (3.9.4) 等 价 于 


dr; f, (z) š z “ 
TA E XF 1<i<n-l, 
s 
dEn fa (z) | 
可 以 看 出 , 在 这 邻 域内 , 轨道 由 微分 方程 组 
dz, _ fi) T A 
a T 1<i<n-1 (3.9.5) 


给 出 , 其 中 含 自 变 量 z, 的 n — 1 个 未 知 函 数 z1,… ,zxn_1, 它们 对 zw = an 取 值 
(a1,… ,an_1). 这 样 , 我 们 可 取 en 作为 轨道 曲线 上 的 “ 参 变量 ”, 然后 从 关系 式 


dt 1 


dzn falz) 
通过 积分 得 到 z, 的 函数 t. 
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如 有 果 我 们 关心 的 是 轨道 , 而 不 是 “时 间 规 律 , 于 是 在 点 (a1,… ,an) 的 邻 域内 研 
究 (3.9.5). 这 方程 组 往往 写成 下 列 形式 


sns pn 1 
fz) fx mO ae 


这 里 不 预定 怎样 选取 什么 坐标 作为 参 变 量 ; 但 是 要 把 (C1 类 ) 函数 f, f 看 作 
在 点 (al， 和 , Qn) 不 全 为 零 . 
更 一 般 , 考虑 下 列 类 型 的 方程 组 : 


Lol ) =0 1<i<n-1, (3.9.7) 


其 中 cij(z) 是 在 点 (a, ,an) 的 邻 域 中 属于 C1 类 的 纯 量 函数 , 而 且 和 矩阵 {ci; (z)) 
在 点 (a1,… ,an) [因而 在 邻近 的 任何 点 ] 处 的 秩 等 于 n — 1. 这 种 方程 组 往往 写成 下 
列 形状 : 

Y cy(z)dr;=0, 1<i<n-1 (3.9.8) 


在 几何 上 , 方程 组 (3.9.8) 的 一 个 解 确定 R" 中 (a, as) 的 邻 域内 一 条 曲线 
C. 它 由 参 变量 表示 为 z = (zx1(t),… ,zn(t)) 并 且 满 足 


> i(t)=0 对 于 l1<i<n-1. 
j=1 
这 一 组 (n — 1) 个 z; = dz;/dt 之 间 的 齐 次 线性 关系 式 等 价 于 (由 于 对 和 撼 阵 的 秩 的 
假设 ) 形 如 (3.9.4) 的 方程 组 , 我 们 说 关系 式 (3.9.8) 构成 一 个 微分 方程 组 , 它 的 解 是 
(3.9.4) 的 轨道 , 即 最 后 是 形 如 (3.9.6) 的 微分 方程 组 的 解 (f, 不 全 为 零 ); 如 果 C 是 这 
一 曲线 , 我 们 往往 说 (3.9.8) 的 左边 在 C LÆR. 
这 样 , 在 矩阵 {ai;(z)} 的 秩 是 n — 1 BF, 局 部 存在 与 唯一 性 定理 可 用 来 讨论 形 如 
(3.9.8) 的 方程 组 . 
及,… ,fn 同时 为 零 情 形 . 在 一 点 ,方程 组 (3.9.8) 的 系数 矩阵 的 秩 < n— 1 时 就 是 
这 种 情形 . 在 这 种 情形 下 , 不 能 对 方程 组 (3.9.6) 应 用 局 部 存在 与 唯一 性 定理 .当然 ， 
还 是 可 应 用 到 (3.9.4), 但 是 当 fi, fn 在 点 (a1,… ,an) 为 零 时 , 点 (a1,… ,an) 的 
轨道 缩小 成 一 点 . 我 们 要 通过 例子 表明 : 当 函 数 f; 同时 为 零 时 , 在 一 点 (a1,… ,an 
的 邻 域内 , 轨道 集 的 形状 可 能 是 怎样 的 . 简单 地 取 n = 2, 并 且 把 > 及 y 记 作 平 面 
R? 上 的 坐标 . 取 点 (a1,… ,an) 为 原点 . 由 于 对 n = 2,n -1 = 1, 可 看 出 要 在 原点 的 
邻 域内 研究 方程 
a(x, y)dx + b(x, y)dy = 0, 


其 中 函数 a 及 b 属于 C1 类 , 并 且 两 函数 都 在 原点 为 零 . 
B) 1. “dz + udu = 0 
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这 方程 可 从 下 列 方程 组 得 到 : 


我 们 知道 从 这 方程 组 可 产生 平面 上 的 旋转 群 
z = zo cost — yo sin t, y = zo sin t + yo cost. 
轨道 是 心 为 原点 的 圆 ; 原点 是 缩小 成 一 点 的 轨道 . 


例 2. xzdy 一 yadz = 0. 
这 方程 可 从 下 列 方程 组 得 到 : 
dx dy 


TE 


这 方程 组 产生 位 似 群 


z 一 Z0e5 Y= wuoet 
轨道 是 从 原点 出 发 的 半 射 线 ; 原点 是 缩小 成 一 点 的 轨道 . 
例 3. xdy+ ydz = 0. 
这 方程 可 由 下 列 方程 组 得 出 : 


这 方程 组 产生 含 一 个 参 变量 的 群 
T= e y= e. 


轨道 是 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 的 分 支 ,以 及 四 个 半 坐 标 轴 ; 最 后 原点 是 缩 
小 为 一 点 的 轨道 . 
图 形 上 的 箭头 表示 参 变量 t 增加 的 方向 . 
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3.10. “未 解 出 的 ”微分 方程 


在 这 里 我 们 不 讲 一 般 理 论 , 只 限于 指出 在 最 简单 情形 下 的 几 个 原则 : 考虑 一 个 一 

阶 方程 情形 , 其 中 未 知 函 数 y 的 自 变量 z € R (u 也 在 及 PRED. 所 涉及 的 是 下 列 
形状 的 方程 : 

F (= Y, w) =0. (3.10.1) 


在 这 里 , (x,y,y) EFE U cR 中 ( 取 纯 量 值 的 ) 一 个 C2 类 函数 . 问题 如 下 : 
已 给 一 点 (zo0, y0: yb) € U 满足 F(£0, yo, yh) = 0, 求 出 方程 (1.10.1) 的 这 样 一 个 
解 y = plx), 这 里 y 在 zo 的 邻 域 内 属于 C1 类 , 在 R 中 取 值 , 并 且 满 足 


@(zo) = yo, p'(z0) =y F(z,e@(z),@'(z)) = 0. (3.10.2) 
这 问题 与 下 列 问题 相同 : 求 z (与 zo 邻近 ) 的 一 组 两 个 函数 y 及 y, 它们 对 
r= zo 分 别 取 值 yo 及 多 ,并 满足 


F(x,y,y)=0, 2 =. 
现 把 问题 略为 改动 一 下 : 更 一 般 地 , 求 同 一 个 自 变量 t (事先 不 明确 取 定 ) 的 三 


个 函数 x,y,y, 它们 取 初 始 值 zo,yo, yh, 并 且 满 足 
F(z,y,y)=0, dy- y'dz = 0; (3.10.3) 
这 表明 dy/dt — y'(dz/dt) = 0. 


实际 按照 不 同情 形 , 取 三 个 量 x,y,y 中 的 一 个 作为 t (下 面 要 明确 指出 ). 
为 了 研究 混合 组 (3.10.3), 把 它 用 下 列 微分 方程 组 来 代替 : 


F F 
2 dz 十 a + n =0, dy-—ydr=0Q |. (3.10.4) 


Or Oy ðy' 


如 果 我 们 有 这 方程 组 的 满足 初始 条 件 (z0, y0, yb) 的 一 组 解 (x,y, y) (x,y,y 是 单 变 
B: 上 的 函数 ), 那么 由 于 FHERR EF, 复合 函数 Felt) y(t),y (t) 是 常数 , WE 
又 因 它 的 初始 值 是 零 , 这 常数 的 值 是 零 . 因此 我 们 恰好 有 (3.10.3) 的 一 个 解 . 
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总 之 , 我 们 把 原 问题 ( 求 (3.10.1) 的 满足 初始 条 件 (zo, yo, yb) 及 F(zo,uo, 10) = 0 
解 ) 用 略为 一 般 的 问题 来 代替 : 求 微分 方程 组 (3.10.4) 的 满足 同样 初始 条 件 的 解 . 
(3.10.4) 中 两 方程 构成 关于 三 个 变量 x,y,y 的 形 如 (3.9.8) 的 方程 组 ; 这 两 方程 


左边 的 系数 的 矩阵 是 
OF OF OF 
— 1 0 
如 果 在 点 (zo,yo, 纺 ) 的 邻 域 中 , 上 列 和 矩阵 的 秩 是 2, 那么 方程 组 (3.10.4) 等 价 于 


dx _ dy = —dy’ 
OF/Oy  y'(ƏF/ðy')  ƏF/ðx + wy (OF/0y)’ 
其 中 三 个 分 母 不 全 是 零 . 因此 我 们 回 到 了 已 经 研究 过 的 形 如 (3.9.6) 的 方程 组 . 
要 分 别 考虑 两 种 情形 (两 者 并 非 互 不 相 容 ). 
第 一 种 情形 . OFV/ay' Z 0, 我 们 可 取 z 作为 自 变 量 , 并 日 方程 组 (3.10.5) EMF 
dy _,, dy __ ƏF/ðx + y'(ƏF/ðy) 


dr U dz ðF/ðy' 
(E z 的 两 个 未 知 函数 y 及 y 的 常 微分 方程 组 ). 事实 上 , 这 种 情形 是 可 对 方程 


(3.10.5) 


F(z,y,y)=0 


应 用 隐 函 数 存在 定理 情形 . EIFE (xo, yo, yb) 的 邻 域 中 可 解 出 y = f(z,y), 因 
此 我 们 回 到 经 典 的 情形 : 有 存在 及 唯一 性 的 局 部 定理 . 

第 二 种 情形 . 8F/8x + y (8F/6y) Z 0 我们 可 取 wy 作为 自 变 量 , 并 日 方程 组 
(3.10.5) 等 价 于 


a NE 1 (3.10.6) 
dy OF/Or + yOF/O0y) dy OF/Ox +w (OF/Oy) 
上 两 方程 的 右边 都 是 (x,y, y) 的 C1 类 函数 ; 于 是 由 存在 与 唯一 性 的 局 部 定理 , 可 求 
得 解 z 及 y, 它们 是 y 的 函数 , 对 于 y = yh 分 别 取 值 zo 及 yo. 

第 二 种 情形 的 例 . 设 有 方程 z 十 yy = 0, MH. zo = 0,wyo = 0. 于 是 OF/6y = y 
在 点 (zo,yo; 纺 ) HF, 但 是 ƏF/0z + y'(3F/ðy) = 1 +y? Z 0. 那么 (3.10.6) 的 唯一 
的 解 是 

z=0, y=0; 
换 句 话说 , 变量 y 的 函数 z 及 y 总 是 零 . 这 样 得 到 的 空间 (x,y,y) 中 的 曲线 是 一 直 
Zk, MEE (x,y) 平面 上 的 投影 缩小 成 一 点 . 我 们 看 到 : 确切 地 说 , 这 “ 解 ” 不 是 原 问 
题 的 解 : 它 是 一 个 广义 解 : CE (3.10.4) 的 解 , 而 在 (3.10.4) P, y 要 变动 . 

我 们 不 讨论 9F/8y 及 ƏF/0z + y'(OF/ðy) 在 点 (z0, y0: yb) 是 零 的 情形 . RH 
出 一 种 极端 情形 : 
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在 空间 R (坐标 为 x,y,y) 中 曲线 C 上 所 有 点 . 


oF _0 OF /OF _ 
Oy ° ðr Yay 


但 是 在 C 上 , 6F/6y Z 0. 在 这 种 情形 下 , 由 于 关系 式 


0, F(x,y,y)=0, 


Ov Oy’ Or Ov 


在 C E, RIA dy 一 ydz = 0. 换 句 话说 , C 是 方程 组 (3.10.4) 的 一 条 积分 曲线 . 于 
是 我 们 说 这 是 微分 方程 (3.10.1) 一 个 奇异 积分 . 

[我 们 不 讲述 奇异 积分 的 一 般 理论 .] 

奇异 积分 的 例 : AKIZE. 这 涉及 经 典 方程 


AP iy — y'dz) = dF — Liy — (= + vZ) dz, 


=y 十 9(y) (9 是 已 给 的 C2 类 函数 ). (3.10.7) 
在 这 里 9FVaz + y (98F/6y) 恒 等 于 零 , 并 且 奇 异 积分 由 F = 0,8F/ðy' = 0 确定 , 即 
x+ g'(y') =0,y = —y'g' (y) + gly’) (3.10.8) 


我 们 很 自然 地 找到 这 奇异 积分 , 只 要 把 求 所 有 解 的 一 般 方法 应 用 到 (3.10.7): 在 这 里 
方程 组 (3.10.4) 可 写成 


dy = xdy' + y'dx + g'(y')dy', dy= y'dz, 
在 上 列 第 一 个 方程 中 , 用 y'dr 代替 dy, 可 见 上 列 方程 组 等 价 于 
[z +g) dy =0, dw = dz 
或 
[z+g(y)ay = 0,dF=0 (F = -y + zu + g(y')). 
又 我 们 只 保留 使 F 的 常数 值 是 零 的 解 ; 最 后 , 我 们 必须 解 
[z + g'(y)]dy' = 0, y = zy + g(z). (3.10.9) 


“ 通 ” 解 由 dy/=0 给 出 , 即 y = c (常数 ), 由 此 得 y = cz + g(c). 这 是 (平面 (zx,y) 
E) 含 参 变量 c 的 一 族 直 线 . 但 是 还 有 “奇异 ” 解 x = -9%'(W; 把 z 的 这 值 代入 
y = zy + gly), 就 找到 奇异 解 (3.10.8). 我 们 可 验证 , 把 奇异 积分 看 作 (z,y) 平面 上 
的 曲线 , 它 是 直线 族 y = cz + g(c) 的 包 络 . 通过 包 络 上 一 点 , 有 两 条 积分 曲线 : 直线 
及 奇异 积分 . 解 的 唯一 性 定理 不 成 立 (当然 , 定理 的 假设 没有 得 到 满足 !). 

拉 格 朗 日 方程 的 更 一 般 情 形 ， 这 涉及 微分 方程 (未 对 y 解 出 ): 


y = zf(u') + g(u), 
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其 中 f K ç 是 两 个 已 给 函数 . 一 般 方 法 引导 到 解 下 列 方程 组 
| (y' — f(y))dzr = [zf'(y) + g (yay, 
y= zf(u/) + gly’). 
如 果 yh — Fluh) Z 0, (3.10.10) 中 第 一 个 微分 方程 对 z 给 出 满足 lyh) = zo 的 一 个 水 
数 p(y ); 第 二 个 方程 也 给 出 y 作为 y 的 函数 , 于 是 我 们 得 到 积分 曲线 的 参 变量 表 
示 式 . 
一 了 (WW%) = 0 情形 必须 另行 讨论 . 一 个 拉 格 朗 日 方程 可 能 有 奇异 积分 , 也 可 能 


(3.10.10) 


H. RADE 

y+kr+2y' +y? =0 (k 是 已 给 常数 ). 

对 于 一 个 奇异 积分 , 必须 有 
1+y =0, k+y =0. 
因此 如 果 k Z 1, 就 没有 奇异 积分 . 假定 k= 1: 方程 组 (3.10.10) 可 写成 
(1+y):(dr+2dy) =0, y= —z-— 2 — y”. 

一 般 积分 由 dz + 2dy' = 0 给 出 , 由 此 得 

z = zo — 2(y' — yo), Y= -To — 2y -y 


(这 曲线 是 抛物 线 , 以 y 为 参 变量 ). 奇异 积分 由 下 式 给 出 :Y = 一 1,y = -z+1: 这 是 
一 直线 , 是 抛物 线 族 的 包 络 . 


2 


4. 首次 积分 与 线性 偏 微分 方程 


4.1. 微分 方程 组 的 首次 积分 的 定义 

考虑 微分 方程 

= = f(z), (4.1.1) 

其 中 /是 开 集 c E 中 C1 类 映射 , 并 且 在 E 中 取 值 (E 总 是 表示 一 个 巴 拿 赫 空 
间 ). 这 里 涉及 的 是 与 土 无 关 的 映射 ; 可 是 在 3.9 段 中 已 经 看 到 : 可 把 一 般 情形 化 成 
这 种 特殊 情形 . 

定义 ， 设 w(z) 是 U 中 的 C1 类 映射 ( 取 纯 量 值 , 或 更 一 般 在 一 个 巴 拿 赫 空间 
F PRE). 如 果 只 要 p : I> U 是 微分 方程 (4.1.1) [在 区 间 T P 的 一 个 解 , 复合 映 
射 (w(t)) 是 常量 ( 即 与 t 无 关 ), 那么 (z) 就 叫做 方程 (4.1.1) 的 首次 积分 . 

关系 式 z = y(t) 确定 一 个 所 谓 “轨道 >. 因此 可 以 不 失 原意 地 说 : kA y E U 


中 包含 的 每 条 轨道 上 是 常量 . 
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命题 4.1.1. 要 使 y 是 微分 方程 (4.1.1) 的 首次 积分 , 必须 而 且 只 须 我 们 有 : 对 
于 任何 点 z € U, 
(z) - f(z) = 0. (4.1.2) 
GPE. g'(z) 是 Z(E; F) 的 一 个 元 素 ; W(z) f(z) € F 表示 它 对 f(a) € EÉ 
值 . 条 件 (4.1.2) 表明 这 值 是 零 ]. 
证 ， 条 件 (4.1.2) 是 充分 的 ; 事实 上 , 它 表 明 映 射 yoy 有 和 零 导出 映射 , 这 是 因为 
(V o p) (t) = Vllt) : @'(t) = (p(t))f (p(t)). 
因此 映射 Yoy 是 常量 . 
反 过 来 证 明 条 件 (4.1.2) 是 必要 的 : 如 果 多 是 首次 积分 , 我 们 有 : 对 于 方程 (4.1.1) 
的 任何 解 y， 
WP 的 ) Fe 的 ) = 0; 
然而 微分 方程 的 解 的 存在 性 定理 告诉 我 们 : 通过 任何 点 zo c U, 只 有 一 条 积分 曲线 ; 
因此 对 任何 To € U, 我 们 有 Vw (xo) - Jf (zo) == Ü: 证 完 . 
E =R" 情形 . 这 是 下 列 微分 方程 组 情形 : 
E (4.1.3) 
其 中 f; 取 纯 量 值 (在 开 集 U c R" 中 属于 C1 类 ), z, 是 t 的 取 纯 量 值 的 未 知 函数 . 
于 是 首次 积分 是 n 个 实 变数 z1,… ,zn 的 函数 yw(z1,… za), 并 且 条 件 (4.1.2) 可 
写成 


(4.1.4) 


这 是 表明 y(zx1,… ,zn) 是 方程 组 (4.1.3) 的 首次 积分 的 条 件 . 

ERM y(r, ,zn) 与 偏 导 数 Ow /0x; 之 间 形 如 (4.1.4) 的 关系 式 中 ,“ 系 
数 ”f; 是 给 定 的 (C1 X) 函数 . 这 关系 式 叫 做 一 个 齐 次 线性 一 阶 偏 微分 方程 . 我 们 看 
到 : 任意 给 出 一 个 这 样 的 方程 , 可 用 方程 的 “系数 ”f; 连带 作出 微分 方程 组 (4.1.3); 
于 是 偏 微分 方程 的 解 o 是 连带 微分 方程 组 (4.1.3) 的 首次 积分 . 方程 组 (4.1.3) 叫做 
方程 (4.1.4) 的 特征 方程 组 . 


注意 ， 可 以 把 上 面 的 一 些 概念 推广 到 任意 阶 、 而 不 仅 是 1 阶 微分 方程 组 情形 ， 
例如 设 有 二 阶 微分 方程 组 


lari dz dz, ; 
A mus a S]a < <a (4.1.5) 
我 们 知道 : 连带 着 这 方程 组 , 可 作 一 个 含 2n 个 方程 的 一 阶 微分 方程 组 : 
y = r. = filz Tnt iri (4.1.6) 
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对 (4.1.6) 应 用 首次 积分 的 定义 : 首次 积分 就 是 满足 下 列 方程 的 函数 Y(t, ma, 
1 A E 

7 ,d = 0 

DE 十 》 filan Ent S =0 

i=1 t i=l i 
(关于 z1, ,zn, 7X1，,… z; 的 恒 等 关 系 式 ). 于 是 我 们 说 

dz1 dz, 
Y (er T Fee =) 

是 方程 组 (4.1.5) 的 首次 积分 . 这 概念 在 力学 中 是 重要 的 , 其 中 要 用 到 二 阶 微分 方程 ; 
例如 可 举 出 经 典 的 “动力 定理 ”. 


4.2. 首次 积分 的 存在 性 


我 们 只 限于 考虑 在 空间 R” 中 形 如 (4.1.3) 的 线性 微分 方程 组 . 假定 在 点 (a1,…… ， 
an) € U, filar, ,an) 不 全 是 零 , 例如 f(a1,… ,an) 不 是 零 . 在 3.9 段 中 已 经 看 到 : 
方程 组 


dz: _ e dEn 
ER eaa 
在 (a1,… ,an) 的 一 个 适当 的 邻 域 中 , 可 写成 
dz; _ filz) . 
e 1<:<n-—1 


并 且 这 样 可 求 得 与 “时 间 法 则 ”无 关 的 “几何 轨 线 ”. 而 一 个 首次 积分 恰好 是 在 几何 
轨 线 上 取 常 数 的 一 个 函数 .我 们 知道 对 于 z, = an, fE (a1,… ,an_1) 附近 的 值 
(ui, ;Un-1), (4.2.1) 所 取 的 解 是 


Ti = pi(Tn U1, Un) 1<¿i<n-1. (4.2.2) 


其 中 yi 对 (zn,u1,… ,un_1) 属于 C1 28: 参看 定理 3.4.2. 我 们 还 知道 ( 系 3.4.3): 对 
于 与 (Q1,… ,Qn_1;Qn) 邻近 的 (w1,… ,un_1, 2n), 矩阵 


pi 
4.2.3 
(=) 1&ign—1 ( ) 


1&j&n—1 


的 行列 式 不 等 于 零 . 因此 由 隐 函 数 存在 定理 , 方程 组 (4.2.2) 等 价 于 
Ui = Yili, nm) 1l<i<n-ljl1, (4.2.4) 


其 中 Yi 在 (al， 2 , Qn) 的 邻 域 中 属于 CA 类 . 
显然 , n 一 1 个 函数 pi 中 每 一 个 都 是 首次 积分 : 在 每 条 积分 曲线 (4.2.2) E, Yi 
是 常数 . 此 外 , 矩阵 
(am) 
Əz; 
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是 矩阵 (4.2.3) ADERE, 并 且 有 一 非 零 行列 式 . 设 V(xi1,… ,zn) Æ (a1,… ,an) 的 
邻 域 中 任 一 首次 积分 ; 那么 


ppi ln uni tnie e nla unii Un) En) 
是 与 zn 无 关 的 函数 , 设 它 是 B(w1,… ,un_1). 由 此 得 
(zi, ds , Tn) B (V1 (z), E ,Wn_1(7)). (4.2.5) 


换 句 话说 ,任何 首次 积分 在 (a1,… ,an) 的 邻 域内 ,可 表示 为 n 一 1 个 首次 积分 
v, Yn-1 的 函数 D. 此 外 , 对 于 有 m -1 个 自 变量 的 任何 函数 和 (属于 C1 类 ), E 
RAR 8B(w1(z),… ,wn_1(7)) 显然 是 一 个 首次 积分 . 

因此 证 明了 下 列 定理 : 

定理 4.2.1. 如 果 有 一 微分 方程 组 (4.2.1), 其 中 数值 函数 fu... ,万 在 (a1,…， 
an) 的 邻 域 中 属于 C1 类 , 并 且 不 全 是 零 , 那么 在 (a1,… ,an_1) 的 邻 域内 , 它 有 一 组 
n 一 1 个 首次 积分 1,… Yn- [ 取 纯 量 值 ], 而 且 它 们 的 导数 在 这 邻 域 中 任何 点 是 线 
注 无 关 的 线性 形式 ; 那么 任何 首次 积分 Y 有 这 种 形式 : Dlh ,加 -1) [其 中 更 是 
任意 的 C1 类 函数 ]. 

考虑 到 4.1 Ez, 可 叙述 等 价 的 定理 如 下 : 

定理 4.2.2， 设 已 给 偏 微分 方程 


DA f, (z 5 = 0, (4.2.6) 


其 中 系数 f,(z) Æ (a, ,an) 的 邻 域 内 是 C1 类 数值 函数 , 在 点 (a1,… ,an) 所 取 
值 不 全 是 零 . 那么 方程 (4.2.6) A n 一 1 个 ( 取 纯 量 值 的 ) 解 yi ,wr_1, 它们 的 导 
数 线 性 无 关 , 并 且 任 何 解 是 一 个 (任意 的 ) 函数 Oy, Pn) 


4.3. 非 齐 次 线性 偏 微分 方程 


我 们 回 到 方程 (4.2.6), 但 把 y(z1, ,zn) 叫做 未 知 函数 .可 作 推 广 如 下 : 假定 
系数 f, 是 函数 f(z1,… Eny), 它们 也 依赖 于 y, 还 把 方程 加 上 右 端 项 : 


Y (au: Em y) = flen , Zn, Y). (4.3.1) 


(数值 ) 函数 上 及 f 是 已 给 的 , 属于 C1 类 . 形 如 (4.3.1) ATER x1,… ,zw 的 
未 知 函 数 y, 叫做 ( 非 齐 次 ) 一 阶 线性 偏 微分 方程 . 

4 f 及 fi E— A (a1,… anb) 的 邻 域 中 不 全 是 零 时 , 我 们 要 指出 解 这 方程 的 
一 种 方法 . 为 此 , 要 用 一 种 技巧 把 它 化 到 齐 次 情形 . 
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在 (a1,… an, b) 的 邻 域 中 , 找 出 一 个 C1 类 数值 函数 Y(t ,zn, 臣 , 使 得 
(a1,… ,an,b) = 0, fB 6w/6y 在 (a1,… an, b) 不 等 于 0, 还 使 下 列 关系 式 确定 的 函 
数 y= 入 (z1,… ,zn) 满足 (4.3.1): 


Y(T, ,Zn 人 一 0 (4.3.2) 
[ 隐 函 数 定理 !]. 对 (4.3.2) 作 微 分 , 得 到 
Oy ƏVƏ o mygg _ OX _ 3/99 
Oz; Oy Əxi _ 中 由 此 得 ri B ar By 


如 果 写 出 9XMarzi 满足 (4.3.1), 就 求 得 


Y (ai, ,omy) E 十 jz E e =0. (4.3.3) 
i=1 4 


Oy 
因此 在 满足 (4.3.2) (并 与 (a1,… ,an,b) 充分 接近 ) 的 任何 点 
必然 成 立 . 

还 要 证 明 : (4.3.1) 的 任何 解 可 由 隐痛 数 方程 (zl ,zn,y) = 0 求 得 , 使 得 
(4.3.3) 恒 等 地 成 立 [而 不 仅 在 满足 Y2, ,zn,y) = 0 的 点 成 立 |， 事 实 上 , WR 
y 二 入 (Xz1,… Za) 是 (4.3.1) 的 一 个 解 , 只 须 取 


(Z, ,Tn,Yy), (4.3.3) 


p(z, TAS „Zn, Y) = 入 (Z1，， stn), 
证 明 可 立即 得 到 . 由 此 得 
解 (4.3.1) 的 方法 . 连带 作出 齐 次 方程 (4.3.3), 然后 考虑 它 的 特征 方程 组 
dz. _ dEn D dy 


s s 
求 出 个 首次 积分 
Wan 四 
它们 的 导数 是 线性 无 关 的 线性 形式 ; 然后 取 
Y(T: Tn,Y) = Bp, ,Yn), 


其 中 $ 是 任意 的 函数 , 但 还 是 要 满足 9w/6y Z 0. 那么 从 方程 Yla- ,zn,y) = 0 
解 出 y, 就 得 到 (4.3.1) 的 最 一 般 的 解 . 
4.4. 例 

例 1. Æ R 中 取 坐 标 z,y,z [代替 zi,zə2,y]. REE z 及 y 的 未 知 函 数 z 的 


方程 
pr IA (4.4.1) 
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现在 (a,b,c) ( 非 原点 ) 的 邻 域 中 进行 论证 . 特征 方程 组 是 


dr dy dz 
2 
例如 如 果 a Z 0, 我 们 有 两 个 首次 积 
EE 
z z 


因此 通 解 是 
E y 
aa 
其 中 p 是 任意 的 一 元 函数 . 我 们 看 出 这 是 顶点 在 原点 O 的 锥 的 方程 . 于 是 (4.4.1) 
是 顶点 为 O 的 锥 的 偏 微分 方程 . 而 且 如 果 有 一 曲面 z = f(y), 它 的 切面 通过 原点 ， 
那么 正好 得 到 


8 ð 
zo ty = f(x,y). 


例 2， 设 下 列 方程 含 z,y,z WRAKKE f: 


of of of _ 


特征 方程 组 是 
dr dy dz _ df 


— z 1+2 3zf 
( 含 四 个 变量 xz,y, 2z, f 的 微分 方程 组 ). 我 们 有 三 个 首次 积 


r? + 1⁄2, arctg” — arctg z, (1 + z223) f, 
它们 的 导数 线性 无 关 . 由 此 得 (4.4.2) 的 通 解 : 
f=(1+ z22)2@ (22 + 1⁄2, arctg“ — arctg z) ， (4.4.3) 


其 中 $ 是 两 个 变量 的 任意 函数 
HA: (4.4.2) 表明 二 阶 微分 方程 


dy dy 
dzr2 == f (>. yY, w) 
对 于 围绕 原点 的 旋转 群 [在 平面 R rh, 取 坐标 z, y) 不 变 . 那么 (4.4.3) 表明 这 样 的 
方程 属于 下 列 类 型 : 
y" 
(1 + y2)3/2 


几何 解释 是 怎样 的 ? 


= $ 人 十 22， arctg“ — arctg y) . 


习题 


习题 1， 设 马 是 一 巴 拿 赫 空 间 . 对 于 A,B c Z(E; E), [A,B] = Bo4-4oB. 
证 明 : 如 果 
|A, [4， B] = [B, |A, B]] = 0, 


那么 就 有 
EE E pa sas (zt B) 
es (B® al) | 
(a) 对 于 固定 的 zo, $ 
zi ee 


) 
zə(t) z exp(t, B) -xı 
xX3(t) = exp(—t(A + B)) : zo. 


= 97 as exp(—t(A + B)) o y(t) o exp(tB) o exp(tA) : zo, 


其 中 
p(t) = —A + exp(tB) o A o exp(—tB). 


(9) 计算 (0. IESER zo = exp ( SA, BJ) .so, 然后 导出 所 求 结果 
习题 2. 求 矩 阵 


O O o m 

CE 
= 

DD OO 


的 特征 值 与 相应 的 特征 子 空间 E,. 应 用 exp(tA;), 其 中 A, 是 4 在 E; 中 的 限制 , 解 
微分 方程 
ar == À eg: 
f dt 
习题 3. 对 于 z 8 R, S 


- 154 第 二 章 微分 方程 


WH u 及 w 属于 O 类 , 并且 是 一 个 一 阶 微分 方程 组 的 解 . 由 此 导出 w 及 wv 的 值 . 
习题 4. 求 出 微分 方程 组 
dz _ 
at 三 2 十 U, 
Oy = 2 


Ə 
的 预 解 式 . 由 此 导出 下 列 和 矩阵 的 表达 式 


exp(t4)， 其 中 A= 由 


习题 5. 考虑 实 值 函 数 序列 yn; 这 些 函 数 是 由 下 列 递 推 关 系 式 确定 的 : 
yo(z) ==]. 
ua (z) = 1 + f [ya —1(t)]2 dt. 


证 明 y, 是 2" — 1 次 多 项 式 , 这 多 项 式 的 所 有 系数 包含 在 0 和 1 之 间 . 证 明 : 在 
iz! < 1 时, 对 于 n 一 co,W(z) 趋 近 于 一 极限 , 而 且 这 极限 是 微分 方程 y = y? 的 解 
中 对 z = 0 取 值 1 的 一 解 . 


习题 6， 设 Vi(z),… Vals) 是 R" 内 原点 的 邻 域 中 n^ C1 类 向 量 场 , JE E. 
a = (Qi1,… an) 是 有" 中 国定 的 一 点 . W p(t,a) 是 下 列 方程 组 
Š = mMi(2) + + anVala), £ = (£1, Zn) (1) 


的 解 中 对 于 t= 0 为 零 的 一 解 . 
(a) 证 明 如 果 a 与 原点 充分 接近 , y(t,a) 对 |t| < h,h > 1 确定 . 
(b) 证 明 y(t,a) 只 与 乘积 ort, ,ant 有 关 (可 证 明 


先 证 明 y 是 适当 的 线性 方程 的 解 ). | 
(c) 假定 ”个 向 量 V (0), , V,,(0) 线性 无 关 , 证 明 上 映射 p 2(l,a) 是 从 O 的 
一 个 邻 域 到 O 的 一 个 邻 域 上 的 C1 微分 同 胚 . 设 y 是 逆 微 分 同 胚 . 
(d) Æ (c) 中 假设 下 , 证 明 方程 组 (1) 在 原点 为 零 的 解 可 写成 : 对 于 t 充分 小 ， 


p(t, a) = p(t, o). 
习题 7. 设 有 微分 方程 


dz 
—— A 1 
dt 2y (1) 


zJ 题 . 155: 


其 中 实 变 数 t 的 未 知 映射 z 在 复 巴 拿 赫 空间 E 中 取 值 , 并 且 4 是 Z(E; E) 中 的 已 
给 元 素 . 证 明 : 如 果 (1) 以 下 列 映射 作为 解 : 对 于 -co < t < +co, 


T2t 


z = etu, + e*us 


(其 中 u, € E, uz € E,rı € C, r2 € C, 而 且 ri Z r2), 那么 (1) 以 下 列 每 个 映射 作为 
解 : entu, 及 etus. 如 果 (1) 以 下 列 映射 作为 解 : 对 于 -co < t < +co, 


z = ert(u + tu) 


(其 中 u€ E,v € E,r € C), 可 以 得 到 怎样 的 结论 ? 证 明 : 在 这 种 情形 下 , 如 果 我 们 有 
u Z 0, BË Z u 与 v 不 成 正比 ; 还 证 明 : 自 同 态 的 核 (4 — r .15)2 (E 的 子 向 量 空间 ， 
由 在 其 上 自 同 态 为 零 的 向 量 所 组 成 ) 的 维 数 > 2. 
习题 8. 考虑 下 列 形状 的 微分 方程 组 : 
d2z dz dy 
4 a +B + Yz + 02， 
2 

a = aE +a 十 ?1Z + ôy, 
其 中 a,6,… ,651 是 (88) 常数 , 并 且 z(t) K yt) 是 取 复 数值 的 未 知 函 数 . 现 要 选取 
系数 a,.… ,61, 使 方程 组 (1) 有 两 组 特 解 : 


s A s. 
y = sint y = te. 
证 明 : 方程 中 系数 是 唯一 确定 的 , 并 且 (对 于 这 些 系 数 的 值 ) 求 (1) 的 所 有 解 . 


[如 果 想 避免 明显 算出 系数 w … ,651, 可 应 用 上 题 中 的 结果 .] 
习题 9. Bt Alt) 是 从 及 到 (Rx; Rr) 的 连续 映射 , 并 且 设 X(t) 是 方程 


(1) 


的 解 . 假定 矩阵 A(t) 对 任何 t e R 是 反对 称 的 , tX o X 满足 什么 微分 方程 ”由 此 导 
出 : 如 果 X(to) EEEE, 那么 X (t) 对 任何 上 是 正 交 和 矩阵 . 
习题 10， 设 E 是 巴 拿 赫 空间 , 4 是 从 R 到 Z(E; E) 的 周期 连续 映射 , 周期 是 
w; 用 R(t, to) 表示 下 列 微分 方程 的 预 解 式 : 
dz 
Sa A(t) :Zz (1) 
(a) 证 明 R(t +w, to +w) = R(t, to). 
(b) 设 zo 是 R(w,0) 的 一 个 特征 向 量 , 与 特征 值 A 相应 ; 设 z(t) 是 (1) 的 解 , E 
证 明 (1) 对 于 上 = 0 取 值 zo 的 解 z(t) 满足 


x(t +w) = Az(t). 
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习题 11， 设 E 是 一 巴 拿 替 空间 , F = Z(E; E), E I ja, b| 是 R 中 开 区 间 . 
用 A, B,C, D 表示 从 了 到 F 的 连续 映射 . 
(a) 设 U (t) 是 方程 
= = = A(t)oz 
的 解 ; 对 于 t= to € 1,U(t) FTA E #J E 的 恒 等 映 射 . 证 明 U (t) 对 任何 t uju: (可 
以 证 明 U(t) 的 逆 是 微分 方程 dY/dt = —Y o A(t) 的 解 ). 
(b) U K V 分 别 是 方程 dX/dt = A(t)oX,dX/dt = X o B(t) 的 解 , XIF t = to, 
它们 等 于 恒 等 映 射 . 
证 明 方 程 3 
Er = A(t) o X + X o B(t) 
XIF t= to 取 值 Xo 的 解 等 于 UoXooV. 
(c) 设 (U, V) 是 微分 方程 组 
dX 


dt 


X SOH) o X + D() ° Y 


的 一 组 解 . 证 明 : 如 果 V 在 了 中 可 道 , 那么 W = U oV-1 是 下 列 黎 卡 提 方 程 的 一 解 : 
dZ 
dt 

给 出 一 个 逆 命 题 . 

习题 12， 设 f 是 从 巴 拿 赫 空间 E 中 一 个 开 集 Q 到 巴 拿 赫 空间 F 中 的 一 个 可 
微 映射 . 假定 对 任何 z e Q, f'(x) € Isom(E; 下 ,并且 导 出 映射 z 一 f'(z) 是 李 普 
ZH. S (f'(z)) = L(z), #H a € Q,b= f(a). 

(a) 对 于 Q 中 国定 的 y, 考虑 微分 方程 

dr _ 
q 7 LEO)  ( — b). 

证 明 : 对 于 ly- b| 充分 小 , 这 微分 方程 有 一 解 p(t;y), 它 对 于 |t| < 2 确定 , 并 且 满 

E pg(0;y) = a [可 应 用 定理 1.7.2 叙述 后 所 提出 的 准确 性 ]. 

(b) 证 明 (d/at)[f(p(t;y))] = y — b, 并且 由 此 导出 f(y(t)) 的 值 . 证 明 映 射 y — 
sy) 在 2 的 邻 域 中 属于 C1 类 , 并 且 是 f ZE b 的 邻 域 中 的 逆 映 射 . (这 样 我 们 得 到 
局 部 反 演 定理 的 一 个 证 明 , 但 所 作假 设 比 第 一 章 , 第 4 节 中 的 更 强 .) 

习题 13， 设 马 及 下 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 , I =ja,b| 是 R 中 一 个 区 间 , JE. t 
A(t) K t= B) 是 从 了 分 别 到 Z(E; E) 及 (E; F) 的 连续 映射 . 

(a) B(t) 必须 满足 什么 微分 方程 (2), 才 可 使 y(t, £) = B(t) :zx 是 微分 方程 


dz 
E = AG): z (1) 


= A(t)o X + B(t) oY, 


= B(t)+ A(t) o Z — Zo D(t) — Z o C(t) o° Z. 


在 F 中 取 值 的 首次 积分 ? 

(b) 证 明 存在 着 (2) 的 一 个 解 , 在 给 定 的 点 如 E 工 取 给 定 的 值 Bo. 用 Bo K (1) 
的 预 解 核 来 表示 出 这 一 解 . 

(c) 假定 五 = R", F = R; 用 a, (t) 表示 矩阵 A 中 的 元 素 . 证 明 提 出 的 问题 等 价 
于 求 n 个 数值 函数 y(t), 使 得 p(t,z) = YZ (t)z; 是 (1) 的 首次 积分 . 写 出 函数 y (t) 
必须 满足 的 而 且 在 这 种 情形 下 与 (2) 等 价 的 微分 方程 组 (3). 

(d) Æ (c) 中 假设 下 , 证 明 用 上 述 方法 可 求 出 (1) 的 几 个 独立 的 首次 积分 . 

应 用 这 些 结果 求解 下 列 偏 微分 方程 : 


人 一 2 六 二 (z 一 2 及 十 (一切 天 十 天 = 0. 


习题 14， 设 E REREN, F = Z(E; E); 1 表示 从 已 到 E 的 恒 等 映 射 
(a) 对 于 A < F, 考虑 微分 方程 
dX 


= Xo Ac. 


证 明 方程 右边 是 X 的 局 部 李 普 希 茨 映 射 , 并 且 有 R 中 一 个 大 区 间 J 包含 原点 t = 0; 
在 J 中 存在 着 微分 方程 的 一 个 解 yp : J 一 F, 满足 2(0) = 1. 

(b) 证 明 ”属于 O” 类 . 

(c) 证 明 J 包含 区 间 | < || a| 1, 并 且 在 这 区 间 中 , RITE (t) = U +tA) 1. 

习题 15. 

(a) 证 明 微 分 方程 

x(x — 1)y” + 3y’ — 6y = 0 (1) 

在 原点 的 邻 域 中 有 一 个 (三 次 ) 多 项 式 解 及 解 1/(1 — z)2. 

(b) 与 方程 (1) 相连 带 的 一 阶 方程 组 如 下 : 


y = u, 
| 1 3u — 6y | (2) 
z(1 — z) ; 
写 出 这 方程 组 对 于 z Z zo 的 预 解 式 R(zi,zo). 
对 于 zo 一 0, 这 预 解 式 变 成 怎样 ? 
研究 在 点 (0,yo) 的 邻 域 中 , (1) 的 解 的 性 质 ; 特别 要 证 明 两 个 这 样 的 解 的 差 是 
ofzZ3). 


(c) 应 用 预 解 式 , 研究 方程 


z(z — l)y” + 3y' — 6y = 20z4. (3) 
证 明 对 于 z = zo, 这 方程 的 解 本 身 及 其 一 阶 导数 为 零 的 解 是 


u(z, zo) = ( Ñ 


T 
ETAT 425 — 5x4 — 4t + 5tf)dt. 
1 wk x)? J: ) 
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证 明 y(z,0) 仍 有 意义 , 并 且 它 是 (3) 的 解 中 满足 f(0) = f0) = 0 的 一 解 . 证 明 这 是 
(3) 的 满足 1 中 (0) = 0(i = 0,1,2,3,4) 的 唯一 解 . | 
习题 16. RE R" 的 开 集 Q 中 有 C! 类 向 量 场 x — f(z); 设 方程 


E T) 


对 于 t= 0 取 值 v 的 解 是 pi(w) = y(t,w). 考虑 上 述 向 量 场 及 由 olt, u) 所 定义 的 含 
一 个 参 变量 之 群 的 核 . 
写 出 矩阵 Mi = (3p/3u)(t, u) 所 满足 的 微分 方程 . 证 明 o, 使 体积 保持 不 变 必 须 
而 且 只 须 det(Mi) = 1. 
由 此 导出 : w 使 体积 保持 不 变 的 条 件 是 : fa) 的 迹 是 零 . [应 用 这 一 事实 : 如 果 
EE X 对 一 参 变量 t 可 导 , 那么 它 的 行列 式 满 足 关 系 式 


习题 17. 积 出 下 列 偏 微分 方程 : 


ðu ðu ðu 
Cos z cos YT sin z sin y— + sin z cosy z> =0, 


Oy 


eD t aaa tayt + yz = 0, 


2Z(cz 一 A 十 V(az 一 加 一 = z(by — az), 


Oy 
Oz Oz 
ala? + z) (5 - v) + (z2 +y’)? = 0. 
习题 18. (a) 确定 平面 (z,y) 上 的 曲线 , 使 得 对 于 它们 , 方程 
(zy — y)? — 2zy(1 +y?) = 0 


A y 的 二 重 根 (可 找到 三 条 直线 ). 

(b) 找 出 微分 方程 的 奇异 积分 . 

(c) 积 出 上 列 微分 方程 (例如 可 通过 采用 极 坐标 ), 并 且 证 明 奇 异 积分 是 解 曲线 的 
包 络 . 

在 (a) 中 求 出 的 第 三 条 直线 起 着 什么 作用 ? 

习题 19. (a) 求 出 下 列 二 阶 方程 的 首次 积分 : 

2 2 
CE (z) +1=0. 

令 u = arctg(dz/dt), 积 出 上 列 方程 . 

(b) 积 出 下 列 偏 微分 方程 : 


Ət 
yle -D+ a tt= s =0. 


习题 20. 积 出 下 列 微分 方程 组 : 


s paka 

dt I 

dy 

a H 
Eh T 
a A 


由 此 导出 下 列 方程 的 解 : 


at) + er- -yt 


- 159 - 


“ 


下 编 ”微分 形式 


“ 


第 一 章 ”微分 形式 


1. ”交错 多 重 线 性 映射 


1.1. 交错 多 重 线性 映射 的 定义 


以 下 讲述 的 一 部 分 在 纯粹 代数 范围 内 , 适用 于 任何 交换 域 K 上 的 向 量 空间 (对 
域 的 特性 不 作 限制 ). 但 是 我 们 只 对 域 R sk C 上 的 赋 范 向 量 空间 进行 讲述 ; 为 了 概 
念 明确 , 假定 只 讲 R 上 的 赋 范 向 量 空间 . 

设 K F EW ABU ev. 我 们 已 经 考虑 过 连续 p 重 线性 映射 Er 一 F 所 构 
成 的 赋 范 向 量 空间 A (E; F); 对 于 p = 1, 它 简 单 地 就 是 Z(E; F); 对 于 p = 0, 约定 
记 Z(E; F) = F. 我 们 也 已 考虑 过 对 称 p 重 线性 映射 所 构成 的 Z (E; F) 的 子 向 量 
空间 . 现在 要 引进 Z(E; 的 另 一 子 空 间 oo (E; F). 

定义 ， 设 映射 f e Z(E; F). 如 果 只 要 至 少 对 于 一 个 指标 i(1 < i < p), ti = 
Tizi, f(21 ,zp) 就 是 零 , 那么 映射 就 叫做 交错 的 . [我 们 约定 , 对 于 p = 1, 任何 
线性 映射 E — F 是 交错 的 .] 

显然 , 交错 p 重 线性 映射 构成 Z (E; F) 的 一 个 子 向 量 空间 ; 把 它 记 作 (E; FP). 
RITA (E;K) = Z(E; F); 作为 定义 , M(E; F) = F. 

子 向 量 空间 Z(E; F) 在 Z(E; F) 中 是 闭 的 ; 事实 上 , 设 f e (E;F) 是 序 
列 fn <€ HIE; F) 的 极限 ; RITE Jim |f- fall = 0 当 固 定 x1,… ,zp € E Bf. 
falti, ,7Xp) 的 序列 更 加 有 极限 f(z1,… ,Zp). 因此 如 果 z, = ri, 我 们 有 


f(z, , Tp) = lim f(z1,. , Tp) = 0. 


证 完 . 
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在 讲述 交错 多 重 线性 映射 的 其 他 性 质 之 前 , 需要 关于 排列 群 的 一 些 初步 结果 . 
1.2. 排列 群 
设 {1,… ,p} 是 前 p 个 整数 (> 0) 构成 的 序列 , 并 且 设 2 是 序列 {1,… ,p} 的 
所 有 排列 构成 的 群 . 我 们 知道 >, E p! 个 元 素 . 如 果 排 列 c e y>, 满足 下 列 条 件 : £ 
在 着 两 个 不 同 的 整数 i 及 j(1 < i < p,1 < ; < p), 使 得 
a(i) =j, o (j) = š, 
o(k)=k 对 于 与 1 及 本 不同 的 任何 整数 k, 
那么 o 就 叫做 一 个 转 置 . (总 之 , o 交换 i K j) 显然 , o 2 是 恒 等 映射 . 已 知 任何 排 
列 o € >>, 是 一 些 转 置 的 乘积 , 其 中 每 个 转 置 交换 相 邻 两 整数 ; 而 且 可 以 证 明 (例如 
在 任何 讲述 行列 式 理论 的 初步 知识 中 ), 不 论 把 o 怎样 写成 一 些 转 置 的 乘积 , 这 些 转 
置 个 数 的 奇偶 性 不 会 改变 . 
于 是 我 们 引进 排列 o 的 标记 , 记 作 e(o); 它 是 一 个 整数 : 当 o 是 偶数 个 转 置 的 
乘积 时 , e(o) = +1; 当 o 是 奇数 个 转 置 的 乘积 时 , s(c) = —1. 
从 群 X, 到 含 两 个 元 素 +1 及 -1 的 乘法 群 的 映射 om elo) 是 群 的 同 态 ; 并 且 
如 果 c 是 一 个 转 置 , 我 们 有 e(o) = 一 1. 
现 设 E 及 F 是 两 个 集 , 并 且 f EB E x... x E F. XFT c € y, # F 
A 


p E 


式 确定 的 映射 E x... x E — F 记 作 c f: 
(of)(z1,.… , Tp) = f(z) EAD (1.2.1) 
(总 之 , of 由 f 通过 变量 的 排列 确定 .) 显然 , 如 果 o 是 恒 等 映 射 , of = f. 而 且 我 们 
有 : 对 于 o € y,,r € Xy, 
(ro)f = r(c f). (1.2.2) 
事实 上 , 令 cf = g; 那么 
(rg)(zi,::' ,Zp) = g(27(1)1 "+ ,Tr(p)): 
令 yi = zrG); 由 (1.2.1), RITA 
gly, Teg , Yp) a f(yol)) EA ,Ya(p)); 
并 且 由 于 yc = troi) 最 后 得 到 r(cj 是 映射 
(Z1， E ,Tp) Ka: (£700); 9 , Tro(p))- 


这 样 就 证 明了 关系 式 (1.2.2). 
这 关系 式 表明 群 D, 在 映射 集 Er 一 F 中 作 左 运 算 . 
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1.3. 交错 多 重 线性 映射 的 性 质 
妃 及 不 重新 表示 两 个 赋 范 巴 拿 替 空间 . 
命题 1.3.1， 设 f < Z(E; F) 是 一 个 交错 多 重 线性 映射 . 那么 : 
(i) 每 当 对 于 一 对 不 同 的 指标 (i,j), AMA zi = z; BF, 就 有 f(z1,… ,zp) = 0; 
(ü) 对 于 序列 [1,.… ,p| 的 任何 排列 o, 我 们 有 
F(t), Ce ,Zo(p)) = e(o) f(z, HPR , Zp), (1.3.1) 
其 中 e(o) = +1 是 排列 o 的 标记 . 
在 作证 明 前 , 先 作 一 点 说 明 : 性 质 (i) 推广 了 用 来 确定 交错 映射 的 性 质 ; 它 表 明 
证 先 证 明 论断 (ü). 作为 开始 , 证 明 当 o 是 交换 两 相 邻 指标 i 及 i 十 1 的 一 个 
转 置 时 , 关系 式 (1.3.1) 是 正确 的 ; 因此 要 证 明 的 是 
g(Ti+1, Ti) = 一 9(2i) Ti+1), (1.3.2) 
这 里 为 了 简单 起 见 , 已 令 
9(Zi, Tit1) 一 f(z1, “Ti itl; ,Tp). 


映射 g 是 交错 双 线 性 的 ; 因此 有 


g (zs + Ti+, Z + Zi+1) = g(z;, zi) + g(Zi+1, Tit1) 


十 9(2i; Ti+1) + g9(Xit1, Ti). 


并 且 由 于 上 式 中 前 三 项 是 零 , 我 们 正好 得 到 要 证 明 的 关系 式 (1.3.2). 
现 证 明 在 一 般 情 形 下 的 关系 式 (1.3.1). 用 1.2 段 中 引进 的 记号 , 这 关系 式 可 写成 


of = e(o)f; (1.3.3) 


既然 (go102)f = oi(o2f) 并 且 el(o102) = el(o1)e(o2), 我 们 看 出 : WR (1.3.3) 对 于 
o = ol 以 及 对 于 c = oz 都 是 正确 的 , 那么 它 对 o = oo: 是 正确 的 . 然而 当 o 是 交 
换 相 邻 两 指标 的 一 个 转 置 时 , (1.3.3) 是 正确 的 ; 因此 它 对 任何 有 限 个 这 种 转 置 的 乘 
积 也 是 正确 的 ; 而 且 由 于 任何 排列 可 写成 一 个 这 样 的 乘积 , (1.3.3) 对 任何 oe x, IE 
确 . 这 就 证 明了 论断 (2). 

余下 只 要 证 明 论断 (i). 假定 z, = zj(i Z j); 存在 着 一 个 排列 o, 使 得 o(1) = 
i,0(2) = j; 既然 f 是 交错 的 , 我 们 有 


f (xo(1), 2 Ç ,To(p)) 二 0, 
又 因 上 式 左 边 等 于 +f(z1, TaS , Tp), 我 们 有 f(z, pka , Zp) =0, 证 完 . 
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注意 ， 以 上 结果 可 应 用 于 任何 域 K 上 的 向 量 空间 E 及 P. 但 是 当 K 的 特征 六 
2 时 (这 正 是 R zk C 的 情形 ), 对 于 多 重 线性 映射 , 由 性 质 Gi) 可 导出 映射 是 交错 的 . 
事实 上 , Æ o 是 交换 i 及 了 的 转 置 情形 , 关系 式 (1.3.1) 表明 : 如 果 z, = ri, 我 们 有 


zl iy) = — f (z1, stp) 


2f(x£1,:** , £p) = 0; 
如 果 可 用 2 除 , 就 得 到 f(z1,:… ,zp) = 0. 
有 性 质 (ü) 的 多 重 线 性 映射 f 叫做 反对 称 的 ; 简单 地 写作 of = e(o)f. 
因此 在 我 们 所 关心 的 情形 (K = R sk C), 交错 多 重 线性 映射 的 空间 Z ( E; F) 就 
是 反对 称 多 重 线性 映射 的 空间 . 
1.4. 交错 多 重 线性 映射 的 乘法 


ÉE f e HIE; F) JEE. g e 4(E;G) 为 了 定义 f K g 之 间 的 乘积 , 必须 先 给 出 
一 个 连续 双 线 性 映射 
$: F xG H 


(在 一 个 赋 范 e.v. H 中 取 值 ). 于 是 连带 着 f 及 g, 可 取 一 映射 h: Erta H, 即 
h(z1, aa pta) == @(f(z., DE, , Tp), g(Tp+1, N , Zp+q))- (1.4.1) 


映射 h 显然 是 连续 多 重 线 性 的 . 但 它 一 般 不 是 交错 的 : 它 只 属于 (p+ q) 重 线性 映射 
的 向 量 空间 ; 这 种 映射 作为 前 p 个 变量 z1,… ,zy 的 映射 是 交错 的 , 作为 后 q 个 变 
ËL zp41,… ,zp+e 的 映射 也 是 交错 的 , 把 这 种 空间 记 作 =<, (E; H). 

我 们 要 指出 一 种 典范 方法 ,用 来 连带 着 任何 h ec (EH), 作出 一 个 he 
Apal E; H). 准确 地 说 , 我 们 要 定义 一 个 连续 线性 映射 


@p,q : Ap qE; H) E Sp+q lE; H). 
作为 定义 , prv(j 是 多 重 线性 映射 
h = 》 a(o)(on), (1.4.2) 


o 


在 {1,… ,p 十 gq} 的 排列 中 , 上 列 和 式 是 对 其 中 所 有 满足 下 列 条 件 的 排列 o 作出 的 : 
a Jt lna) a= G taq): (1.4.3) 


对 于 这 样 的 排列 o, 我 们 有 直观 的 想法 : 在 一 种 纸牌 游戏 中 , RARR, BAA 
p 张 纸 牌 , BEA q 张 纸牌 (第 一 至 中 的 牌 分 别 编号 从 1 到 p, 第 二 合 中 的 牌 分 别 
编号 从 p+1 到 p+ q). 如 果 “ 洗 牌 ” 一 次 , 把 第 二 午 牌 插 人 第 一 又 , 那么 纸牌 就 依 序 


1. 交错 多 重 线性 映射 . 167 ` 


排列 , 使 得 原 有 每 全 中 牌 的 次 序 关系 保持 不 变 . 换 句 话说 ,“ 洗 牌 ” 确定 了 所 有 纸牌 集 
的 满足 (1.4.3) 的 一 种 排列 o. 反 过 来 说 , 给 出 满足 (1.4.3) 的 一 种 排列 o, 也 就 是 给 
出 了 如 上 “ 洗 牌 ”后 , 纸牌 所 可 能 得 到 的 一 种 排列 . 可 以 看 出 , 这 种 排列 c 的 个 数 是 
(p +g)! 
piq! ` 
我 们 必须 证 明 (1.4.2) 所 确定 的 映射 h 正好 是 交错 的 , 设 已 给 向 量 序列 x1,… ， 
Tp+q € E, 其 中 两 个 相 邻 的 向 量 相 等 : Ti = Ti+l; 要 证 明 万 (zl EE) JEE, 也 
就 是 


>` e(o)h(xo), es a) = 0. (1.4.4) 


为 了 证 明 (1.4.4), 把 满足 (1.4.3) 的 排列 + 分 成 两 类 : 1) 有 满足 下 列 条 件 的 o: 
-及 ol6+Dl) 都 是 <p 的 整数 , 或 者 都 是 > p + 1 的 整数 . 在 第 一 种 情形 下 ， 
Ti 及 zi+l 两 数 都 出 现在 h(zo(01),… £oa) 中 的 前 p 个 变量 内 , 因此 (1.4.4) 中 相 
应 的 项 是 零 (h 是 前 p 个 变量 的 交错 映射 ). 在 第 二 种 情形 下 , 由 类 似 理 由 , (1.4.4) 中 
相应 的 项 也 是 零 . 2) 其 他 o 可 分 成 两 子 类 : 第 一 子 类 中 的 o 满足 oi) < p 并 且 
oc l(i+1)2>p+1; 第 二 子 类 中 的 o 满足 oti) 2 p+13FB o 1(i + 1) < p. iZ T 
EE i 及 ;+1 互 相交 换 的 转 置 . 如 果 o 在 第 一 子 类 中 , rc 就 在 第 二 子 类 中 , 并 且 反 
过 来 也 正确 . 在 (1.4.4) 式 左边 , 除 与 1) 中 所 考虑 的 o 相应 各 项 外 , 其 余 各 项 可 以 两 
两 结合 进行 讨论 : 对 于 满足 oti) < pc-lG+DH)>p+1 的 co, 取 


elo)h(zo(1), as , Zo(p+4)) i e(o)h(£ro(1); Di ¿aaa i (1.4.5) 


要 证 明 上 式 是 零 , 这 样 就 完成 了 关系 式 (1.4.4) 的 证 明 : 序列 ro(1),… ,To(p 十 gq) 事 
实 上 是 从 序列 o(1),…. ,cl(p+9) 中 交换 i Kiti 的 位 置 导出 , 并 且 由 于 ti = tiy, 
(1.4.5) 的 值 当然 是 0. 

这 样 已 由 (1.4.2) 确定 了 典范 线性 映射 


Pp, : 2, (E; H) > Ap+q(E; H), 
可 以 给 出 下 列 定 义 : 


EX. Ú f E (E; P),g € Z(E;G),% : E x G — H. 我 们 把 元 素 yp lh) € 
a%+4 (h) 叫做 f 及 g XT $ 的 外 乘积 , 记 作 


f Ae 9, 
这 里 h 是 (1.4.1) 所 确定 的 a, (E; H) 中 的 元 素 . 用 公式 写 出 : 


(f Ae 9)(Z1， 家 , Tp+g) 5 De(o)B(f (zo0), IN ,To(p)), 9(Zo(p+1)» aan , To(p+g))), 
I (1.4.6) 
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其 中 o 取 遍 集 Dry, 中 的 元 素 ; Diag 表示 {1,… p + q; 的 所 有 满足 (1.4.3) 的 排列 
构成 的 集 [想到 纸牌 游戏 !]. 
例 ， 取 p = 1,4 = 1 情形 ; f € Z(E; F) K g 8 (EB;G) 是 线性 映射 那么 
f As g € Z(E; H) 是 双 线 性 映射 
(£1, 22) > *(f(z4i),g(z2)) — *( f(z2), g(z1)). (1.4.7) 


在 这 种 简单 情形 下 , 我 们 立即 看 出 它 是 交错 的 , 因为 上 式 右边 对 于 zl = r 225. 
更 一 般 , 设 p = 1,q 是 任何 非 负 整数 ; 那么 


q 
(f A g)(zo, 21, h , Tq) > (—1)i6(f(z;)g(zo, “Til, Ti+l;' t? , Tq)). (1.4.8) 
?一 0 


下 面 要 用 记号 
g(zo,- `` , Di, Pa) 
表示 序列 zo,… , zi… ,zg 中 , 除去 了 指标 是 i 的 项 . 

一 种 更 简单 的 情形 是 p = 0,q 是 任何 正 整数 情形 ; 因为 fe F 是 常数 , 所 以 我 们 

简单 地 有 
(f Ne g)(£1, Za) = (f, g(2£1,: ,Tq)). 

我 们 往往 采用 这 样 的 乘积 f As g: 取 g =R, H = F, 并 且 映 射 O: F x R — F 
简单 地 是 F 中 向 量 与 纯 量 的 乘积 . 这 种 情形 下 , 在 记号 f Ag 中 省 去 了 字母 B. 更 特 
殊 . 如 果 F = 民 , 两 个 交错 多 重 线 性 形式 的 乘积 f A 9 是 一 个 交错 多 重 线性 形式 . 

还 更 特殊 , 设 f e .2(B;R) É g e Z(E; R) 是 两 个 线性 形式 ; 它们 的 乘积 fg 
是 (E; R) 中 的 一 个 元 素 : 由 (1.4.7), 这 元 素 是 由 下 列 公 式 给 出 的 : 


(f A g)(zi, £2) = f(zi)g(z2) — f (z2)g(21)- (1.4.9) 
考虑 从 L(E;R) x Z(E;R) 到 %(E;R) 中 的 映射 
(f,9) => f Ag. 


它 是 交错 双 线 性 的 : 双 线 性 是 明显 的 ; 交错 性 是 因为 如 果 9 = f, 由 关系 式 (1.4.9) 及 
内 积 的 交换 性 ， 
(f A f)(zi, z2) = f(zi)f(z2) — f(z2)f(z4i) = 0 
亦 即 fa f =0. 
1.5. 外 乘法 的 性 质 


映射 (f,g) — f As g 是 双 线 性 的 : 如 果 固 定 g, f 和 Ag 9 与 f 线性 相关 ; 而 且 如 果 
固定 f, f Aə g 与 9 线性 相关 . 
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命题 1.5.1. Z f < Z(E;R) 以 及 ge Z(E;R) 是 两 个 ( 取 纯 量 值 的 ) 交错 多 
重 线性 形式 . 那么 
gA f =(—1)Pqf Ag (15.1) 
(表明 这 一 性 质 , 可 说 交错 形式 的 外 乘法 是 反 交 换 的 ). 
证 .我们 有 


(g A F2, EAS , Tp+g) = > ce(7)g(zr0D， gA , Trq) ) J (£7441) ao , Zr(p+9))， (1.5.2) 


其 中 + PON {1,… p + a} 的 排列 集中 满足 下 列 条 件 的 所 有 元 素 : 
T7(1)<...<7T(g) 及 rT(g+1)<:..<7(g+p). (1.5.3) 
引进 排列 a, 它 把 序列 {1, ,p + q) 变换 成 序列 
(a Lrg py lpg} 


我 们 有 , 对 于 1 < i < g,7(i) = ral(p +i), JEBXFE q+1 < j <q+p,r(j) = ro(j— q. 

S ra = c; 那么 由 (1.5.3) 可 导出 o 满足 (1.4.3). 反 过 来 , 如 果 c 满足 (1.4.3), 
那么 7 = oa-! 满足 (1.5.3). 此 外 , elr) = elojela), 并 且 ela) = (1179, 这 是 因为 为 
了 实现 a, 必须 逐次 把 1,… q 与 g 十 1,.… ,g 十 p 交换 , 这 样 就 要 作 pq 次 转 置 . 于 是 
(1.5.2) 可 写成 


信人 二 让 人 > 让 


o 


其 中 o 取 遍 满足 (1.4.3) 的 排列 的 集中 所 有 元 素 . 由 于 纯 量 的 乘法 是 交换 的 , 在 上 式 
右边 每 个 乘积 中 ， 


9(Zo(p+1)， Se , Zu(p+g)】 与 f (£00); 的 , To(p)) 
可 以 交换 . 因此 可 看 出 上 式 右边 等 于 
(=D A A 9)(Z1， DT , Tp+q). 


关系 式 (1.5.1) 于 是 得 证 . 


命题 1.5.2， 交 错 多 重 线性 形式 的 来 法 是 结合 的 . 换 句 话说 , WR f e Z(E; R), 
9 = QE; R), h € Z (E;R), 我 们 有 


(f Ag)Ah= fA(gAh). (1.5.4) 
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为 了 证 明 , 需要 下 列 引 理 : 


引 理 1.5.3， 设 p,g,7 E= 7523 > 0. W Ap qr(E; F) E: @# q +(E; F) BJ 
间 , 它 是 由 这 样 的 映射 形成 的 : 关于 前 p 个 变量 是 交错 的 , 关于 随后 q 个 变量 是 
的 , 并 且 关 于 最 后 r 个 变量 也 是 交错 的 , 考虑 图 解 


Ap qr EF) — > 2%+er(Ë; F) 


[e [ee 


maf F) 2 $ F(E; F). 


子 空 
交错 


变量 不 变 ), 即 


UL(Z1 ,Tp+g+r) = e(o)u(zc(); R , To(p+a+r))» 
上 式 求 和 是 对 这 样 的 排列 o 作出 的 : 它们 使 p 十 g 十 1,… ,p 十 gq 十 7 不 变 , 并 且 满 足 
(1.4.3). 同样 确定 par ( 它 涉及 使 1,… p 不 变 的 排列 o). 于 是 上 列 图 解 是 交换 的 ; 
换 句 话说 : 
@p+q,r O @p,q 二 Pp,qtr 9 Pq,r: 
[这 就 是 引 理 的 论断 ]. 
引 理 的 证 明 . 要 证 明 : 如 果 ve A ¿+ (E; F), 那么 下 列 交 错 映射 


pp+gr (@p. (u)) 及 pptr(por(u)) 


中 每 一 个 等 于 确定 如 下 的 映射 v 


v(zı, A ,Tp+gtr) = >` e(o)u(z;G); iii i Teipkgtri h 
其 中 o PUR {1, p+ q+ ry 的 排列 集中 满足 下 列 条 件 的 所 有 排列 : 


人 c(p+1)<::: < o(p+q), (1.5.5) 


o(p+q+1)<::: <o(p+q+r). 


如 果 我 们 考虑 一 种 纸牌 游戏 , 这 差不多 是 直观 的 : ERER, 分 别 含 p 张 、g 张 
K r 张 牌 . 运算 ppa 相应 于 洗 前 两 琶 牌 ; 然后 wp+er 相应 于 洗 这 样 得 到 的 一 概 牌 以 
KPE. 采用 为 一 种 方式 , war 相应 于 洗 后 两 倒 牌 , 然后 opar 相应 于 洗 第 一 又 
牌 以 及 洗 后 两 合 牌 所 得 的 一 琶 牌 . 采用 两 种 方式 , 我 们 得 到 洗 三 又 牌 的 结果 , 这 由 关 
于 最 后 所 得 排列 o 的 条 件 (1.5.5) 表明 了 . 我 们 只 作出 这 些 提示 , 请 读者 写 出 详细 的 
论证 . 
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现 应 用 引 理 1.5.3 来 证 明 命题 1.5.2. 为 了 有 乘积 (fg) A h, 考虑 多 重 线性 映射 
U(Z1) , Zp+e+r) = (f (z1; , £p)g(£p+1, ao , £p+q))h(£p+q+1, Di , Tp+q+r); 


它 属于 好 ,or, 然后 对 它 应 用 pp4ar ° Ppa: 为 了 得 到 f A (g A h), 考虑 


WU1(Z1) =: ) Zp+g+r) = f(t: , Zp) (g(£p+1, ">  Zp+q)h(Zp+q+1; ,Zp+q+r)) 


并 且 对 它 应 用 o, ar ° par. 然 由 纯 量 乘法 的 结合 性 , ul = uw， 又 由 引 理 , 我 们 有 
@p+q,r 9 Pp,g = Pp,q+r 9 Pq,r, 于 是 等 式 (1.5.4) 最 后 得 证 . 
1.6. n 个 线性 形式 的 外 乘积 
既然 外 乘法 是 结合 的 , 可 以 考虑 任意 有 限 个 乘积 fi A fo A f... 更 特别 地 , 考 
È fu: fn Æ AlE; R) = Z(E;R) 中 元 素 情 形 . 
命题 1.6.1. 如 果 及,… ,fn 是 线性 形式 , AMA 
(万 )(z Za) = Y e(o) fi(zo0)) ta (1.6.1) 


和 式 是 对 {1, ,n} 的 nl 个 排列 c 作出 的 . 

VF. X} n 递 推 . 对 于 n= 1, 证 明 是 平凡 的 ; 对 于 n= 2, 已 经 看 到 证 明了 (关系 
sË (1.4.7)). eae 

考虑 n ÍT n 列 的 矩阵 ; 在 第 i 行 、 第 ; 列 ， 有 元 素 fi(z;); 把 这 和 矩阵 记 作 
{fi(z;)}. 在 (1.6.1) 的 右边 ， j GA 式 的 值 . 由 此 得 重要 的 关系 式 : 


(1.6.2) 
注意 如 果 固 定 xz1,… , xn € E, (1.6.2) 的 两 边 是 fi, fo,… , fn 的 交错 n 重 线性 映射 ， 
事实 上 , 因 已 知 (1.4 段 ) f Af =0, 4 fi= fia BF, 有 AAA fn ÆR. 

习题 . 要 使 n 个 元 素 fi,… fa € Z(E; A = E* 线性 相关 , 必须 而 且 只 须 
f AA Ta = 0. 证 明 的 原则 : 1° 如 果 例 如 fn = Jis 我 们 有 fi^ A fn = 0; 


2° 如 果 fu: fn 线性 无 关 ， 那么 存在 着 n 个 向 量 。 … ,Zn € E, 使 得 fili) = dij 
( 克 罗 内 克 符 号 ); 换 句 话说 , ERE {file 是 单位 矩阵 . 因此 它 的 行列 式 等 于 1, 并 且 
我 们 有 


(AA... A fn)(£1, ,Tn) = 1, 
这 正好 证 明了 交错 n 重 线性 形式 fin Afn PRESTR. 
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1.7. E 有 有 限 维 情形 

假定 E £ k, 并 且 选 取 E 的 一 个 基 . 3EZ E 可 以 看 作 RF. FT i=l, k, 
把 wi : R* 一 R 记 作 第 i 个 坐标 形式 . 

定理 1.7.1. 任何 交错 p 线性 映射 f < Z (RE; P) 可 唯一 地 写成 

f= 7 (EL 
1<ii <: <iy Sk 

其 中 常量 Cii, ,ip 是 F 中 元 素 j 

在 上 式 右 边 , 每 项 是 常量 ci € F 与 交错 p 重 线性 形式 wi, A... A ui, 的 乘 
积 , 而 wi, A... A 是 p 个 线性 形式 的 内 积 . 

证 . 首先 , f 是 多 重 线性 映射 (我 们 记得 : 由 于 E = R 有 有 限 维 , 任何 多 重 线 
性 映射 是 连续 的 ). 由 本 书 上 编 《 微 分 学 》 的 第 一 章 6.2 Ez, 我 们 有 


f(r,:.. ,2x?) = > EA EE i (1.7.2) 


其 中 x1,… ,zx? 表示 p 个 向 量 ; xi,… ,zi 表示 第 i 个 向 量 zi 的 坐标 ; 在 和 式 中 ， 
-ip 从 1 到 独立 地 变动 . 
REO Cii € F 是 由 给 定 的 广 唯 一 确定 的 . 如 果 我 们 写 出 


j (zc0)， Ai (a7) = e(o)f (z, yp z), 


由 系数 的 唯一 性 , 就 有 
Cisr siotp) T EC)ci ii， (1.7.3) 
并 且 特 别 是 只 要 整数 iip 中 有 两 个 相等 , cj, ;, 是 零 . 要 使 以 ci,..… ,作为 系 
数 的 p 重 线性 映射 是 交错 的 , 条 件 (1.7.3) 是 必要 与 充分 的 . 
在 (1.7.2) 的 右边 , 合并 可 从 通过 不 同 的 整数 石 ,…. ,ip 排列 而 相互 导出 的 p! 项 . 
我 们 看 出 


fat ,2?) = ‘tp (De je w | 
41 <: <i> í 
对 于 ii <… < ip, 系数 c…i 可 随意 选取 . 这 就 是 最 一 般 的 交错 p 重 线性 形式 . 
在 上 式 右边 , 由 公式 (1.6.1)， 
>` e(o)ag™® s. Tai 


o 


就 是 坐标 形式 un ,ua 的 外 乘积 un 入.… 入 wi, 对 于 x1,.… ,zz 的 值 , 这 就 证 明了 
(1.7.1). 


2. 微分 形式 . 173- 


系 1.7.2， 如 果 p > k, 向 量 空间 ARE; R) 化 为 0. 事实 上 , 没有 严格 增 序列 
计 <…< 记 由 21 及 < 上 的 p 个 整数 组 成 .] 
如 果 p = k, (RE; R) 中 任何 元 素 可 写成 


CU1 A: A uk 其 中 ce F. 


系 1.7.3. 对 于 F = R, 向 量 空间 .Z (RE; R) 有 由 元 素 
ui AA Uip 


所 形成 的 基 , 这 些 元 素 与 > 1 及 < k 的 整数 组 成 的 所 有 严格 增 序列 i << ip #H 
对 应 . 对 于 p> k, 这 个 基 是 空 的 ; 对 于 p = k, 它 只 有 一 个 元 素 . 


习题 . 对 于 p< k, 计算 向 量 空间 (RE; R) 的 维 数 . 
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2.1. 微分 形式 的 定义 


在 以 下 叙述 中 , U 表示 巴 拿 赫 空间 E 中 一 个 开 集 ,Ff 也 表示 一 个 巴 拿 赫 空 s 间 我 
们 注意 到 Z(E; F) (交错 的 连续 p 重 线性 映射 Ep 一 F 的 空间 ) 是 一 个 巴 拿 赫 空间 ， 
这 是 因为 它 是 巴 拿 赫 空 间 Z (E; F) (参看 1.1 Ez) 的 一 个 闭 子 向 量 空间 . 

EX. 映射 

w: U — %(B; P) (2.1.1) 
叫做 在 UV 中 确定 、 在 F 中 取 值 的 p 次 微分 形式 . 为 了 简化 , 也 可 叫做 在 U 中 确定 、 
在 五 中 取 值 的 微分 p 形式 .] 如 果 映 射 (2.1.1) 属于 Cn 类 , 其 中 站 是 > 0 的 整数 , 并 
可 能 是 co, 那么 这 一 微分 p 形式 叫做 属于 C” 类 . 

特殊 情形 ， 零 次 微分 形式 就 是 一 个 映射 U 一 F. 1 次 微分 形式 是 映射 U 一 
(E; F). 

记号 ， Q(U, F) 表示 在 U 中 确定 、 在 F 中 取 值 的 所 有 C" 类 微分 p 形式 的 
集 . 这 集 显然 是 一 向 量 空间 . 

对 于 we Q49(U,F),z € U, 3ER 6... 6, € E, Æ w(x) € Z(E; F) 对 于 向 量 
序列 é, €, 的 值 记 作 

o(z): (Er ,ép) € F. 
我 们 也 采用 记号 
o (z; Er , Ep) 
对 于 固定 的 x, 这 是 i, £, 的 一 个 交错 多 重 线性 映射 . 

例 ， 设 f: U 一 下 是 一 个 On 类 映射 , 其 中 n > 1. 那么 导出 映射 f' : U 

(E; F) 可 看 作 在 U 中 确定 、 在 F 中 取 值 、 且 属于 Cn-1 类 的 一 次 微分 形式 . 
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2.2. 微分 形式 的 运算 
在 第 1 节 中 , 已 经 确定 了 交错 多 重 线性 映射 的 外 乘积 . 由 它 可 引导 出 微分 形式 
É FG H 是 三 个 巴 拿 赫 空间 , HHE o: F x G > H 是 一 连续 双 线 性 映射 . 
现 设 
a € Q(U, F), B < QCU(U, G) 
对 于 每 个 ze U, a(x) 是 (E; F) 的 一 个 元 素 , 6(z) 是 EG) 的 一 个 元 素 . 它们 
有 外 乘积 
o(z) As P(X) € Ayl E; H). 
从 也 到 Z (E; H) 的 映射 
zœ a(z) ^s B(x) 
属于 Cn 类 , 这 是 因为 它 是 Cn. 类 映射 
z i> (a(x), GO(Z)) 
及 连续 双 线 性 映射 
Apl E; F) x AE; G) 一 Z#%+q(E; H) 
的 复合 映射 , 而 上 列 双 线性 映射 是 由 外 乘法 确定 的 . 
EX. 所 谓 微分 形式 a 及 8 的 外 乘积 就 是 
z > a(z) ^s B(x), 
记 作 a As b. 如果 a 及 8 属于 O 类 ,它们 的 外 乘积 w As 6 也 属于 Cn 类 . 因此 我 
们 确定 了 一 个 双 线 性 映射 
Q(U, F) x AM (U, G) — 0, 
如 果 用 (1.4.6) 明白 表示 出 这 一 定义 , 我 们 得 到 


(a As B)(T; £1, 6p+9) 
i > e(o)®(a(z; Eo(1); ER , o(p) )5 p(z; Eo(p+1)> S 2 全) (2.2.1) 


(U, H). 


和 式 是 对 {1, ,p + q) 的 满足 下 列 条 件 的 所 有 排列 o 作出 的 : 
o(1) <::.<o(p), o(p+1)<::: < oc(p+ q. 


例 .， 设 f: U 一 下 是 一 映射 , 并 且 设 o: U 一 Z,(E;R) 是 取 纯 量 值 的 微分 n 
形式 . FÆR G =R, H =F, 9 Æ F 的 向 量 结构 所 确定 的 乘法 x R — F. 把 乘积 
f Ae w 简单 记 作 fw, 它 是 由 下 式 确定 的 微分 形式 : 


(face = wla En En). (2.2.2) 
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考虑 男 一 例 , 即 a 与 8 是 取 纯 量 值 的 两 个 1 次 微分 形式 情形 . 我 们 取 纯 量 乘 积 
作为 8 : R x R -— R. 于 是 把 o ^o 6 简单 记 作 o A 8, 它 是 由 下 式 确定 的 : 
(a A B)(z; G 2) = Q(z; 1)B(7;é2) — a(z; €2)0(z; 人) (2.2.3) 
微分 形式 的 外 乘法 承袭 了 交错 多 重 线性 映射 的 乘法 的 所 有 性 质 : 
命题 2.2.1， 取 纯 量 值 的 微分 形式 的 外 乘法 
(a,b) => anp 


是 反 交 换 的 : 如 果 a 有 2 次 ,6 有 9 次 ,那么 6Aa = (1a A 0; 这 种 外 乘法 是 结 
合 的 : (a AB)Ay = eA (8 A 7). 

这 命题 显然 可 从 命题 1.5.1 及 1.5.2 导出 . 

命题 2.2.2， 设 wi,… ,wp € Q(U, R) 是 取 纯 量 值 的 Cn 类 微分 1 形式 , 那么 
w A Awp € QIU(U,R) 是 wi,… ,wp 的 交错 多 重 线性 映射 ; 我 们 有 


(w1 A.A wn ) (Z; £1; us , én) = > ` e(c)oi(z;&ça)) a ` (On (Z; Sç (n) ) 
= det(o; (z; £€;)). (2.2.4) 
这 命题 可 从 命题 1.6.1 立即 推出 . 
注意 .对 于 已 给 整数 n, 考虑 向 量 空间 CD QU) (U, R), 即 对 于 所 有 p 的 值 , 向 
p20 
量 空间 QI) (U, R) 的 直 和 . 外 乘积 
QW (U, R) x Q(U, R) — QC (U, R) 
可 按 线性 扩张 , 并 且 从 
QD, R) = AUW (U,R) 


p20 
得 一 代数 . 我 们 说 这 是 一 分 度 代 数 , 因为 一 个 p 次 的 元 素 ( 即 属于 QU CU R) 的 元 
素 ) 与 一 个 q 次 元 素 的 乘积 是 一 个 p+ q 次 元 素 . 它 是 反 交 换 的 及 结合 的 . 
2.3. 外 微分 的 运算 
现 引 进 一 种 重要 的 运算 , 在 交错 映射 理论 中 没有 类 似 的 运算 . 对 于 每 个 w < 
QU) U, P) (其 中 n> 1), 连带 着 取 一 个 微分 (p+ 1) 形式 , 记 作 
da e NM (UD, F), 


并 且 叫 它 是 w 的 外 微分 . 
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于 是 设 
ao: U — %(E; F) 


是 一 C" 类 (n > 1) 映射 . 考虑 导出 映射 ; 它 属于 Cn-: 类 : 
w : U — Z(E; Ál E; F)); 


对 于 zc U, 
人 


是 &0,… ,&p EB 的 连续 多 重 线性 映射 , 这 是 &1,… €, 的 一 个 交错 映射 . 换 句 话说 ， 
用 1.4 段 中 的 记号 , w'(z) TEE A pE; F) 中 的 一 个 元 素 , 然而 在 1.4 段 中 , 已 经 确 
定 了 一 个 连续 线性 映射 


Pip : A plE; F) > 2%+4(ËE; F). 
定义 . 外 微分 do 是 复合 映射 
人 


明显 表示 如 下 : 


p 


(dw)(z; £0 ,ép) = X (-1 (w (1) - E) -Eo &,. Ep) (2.3.1) 


i=0 

这 就 是 明显 表示 微分 (p + 1) 形式 dw 的 公式 . 如果 w 属于 Cn 类 , 那么 dw 属于 
cr-i 类 . 

例 . 

1°) 取 w 是 映射 f :U F. 那么 

(df)(z; €) = f'(x) - €. 

在 这 里 , df : U 一 @(E; P) 就 是 导出 映射 S. 

2°) 对 于 p= 1, 我 们 有 

(dw)(x; 1, 82) = (w(x) - £1) -£2 — (w(x) €2) ' €). (2.3.2) 

由 此 得 : 


命题 2.3.1， 设 we Q(U, F), n > 1, 要 使 dw = 0, 必须 而 且 只 须 对 于 任何 
z € U, 双 线 性 映射 
(&1,é2) 一 (w (z) : 1) : & 
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2.4. 外 微分 运算 的 性 质 
命题 2.4.1. wR f 是 Cl 类 映射 , w 是 C1 类 微分 p 形式 , 我 们 有 
d(f w) = (df) ^w + f- (dw). (2.4.1) 
[这 命题 特别 在 两 种 情形 下 成 立 : 1° f 在 F 中 取 值 , o 取 纯 量 值 , f .w 在 F 中 取 值 ; 
2° f 取 纯 量 值 , w Æ F PRE, 并 且 fw # F BBB]. 


证 .一 般 地 , 设 f E F PRE, w Æ G 中 取 值 , HEI 2: F xG — H 是 连续 
双 线 性 映射 . 那么 f.w 是 从 UU 到 Z(E; H) 的 映射 : 


z > @*(f(z),(2)). 


我 们 知道 (参看 上 编 《微分 学 》, 第 一 章 , (2.5.5)), z 的 这 一 映射 的 导出 映射 在 向 量 
£€ e E FRíË 

@(f'(z) -E w(£)) + (f(x), w (z) : £). 
JT yË d Æ Fx R — F sk R x F FIRE, 于 是 可 写 出 


(f -w (2) -€ = (F (2) - €) wr) + f(a) Go (2.4.2) 
应 用 (2.3.1), 在 其 中 用 f .w 代替 w: 


p 


d(f ` w) ` (x; £o, Ts Ep) = Y (—1):((/ Š w) (z) . &i) ` (£o, a 5: ce , €p); 


?一 0 
考虑 到 (2.4.2), 由 上 式 得 


P 


Y (1) (s(a) $ £i) š w(x) I (£o, ee „êi, k S , Ep) 


i=0 
p 
1 一 0 
上 列 第 一 个 和 式 是 外 乘积 (df) Ao 对 于 (&0,… Ep) 的 值 : 第 二 个 和 式 是 乘积 f. (do) 
对 于 (Eo, €>) 的 值 . 这 样 就 证 明了 (2.4.1). 证 完 . 
定理 2.4.2. jË a c Q(U; R) 及 8 eU, R) 是 两 个 Cn 类 微分 形式 (n > 
1). 我 们 有 
d(awAD)=(dal) 人 68+(-DzaA(d6). (2.4.3) 
证 . 设 有 两 个 映射 的 双 线 性 映射 ; 由 这 一 双 线 性 映射 的 导出 映射 公式 (上 编 《 微 
分 学 》 第 一 章 , 公式 (2.5.4)). 我 们 有 : XF ze U K ee E, 


(e A BY (z): £ = (a(x) - £) A B(z) + a(z) A (8' (2) - £). 
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[这 是 Ayal E; F) 的 元 素 之 间 的 等 式 .] 
为 了 书写 简化 , 约定 涉及 的 是 有 关 映 射 在 所 考虑 的 点 z 的 值 , 我 们 写 出 ar, 6, a 
3, (an BY 来 代替 oz (z), pl), 等 等 于 是 我 们 有 


(aA BY -E= -E)AB tan (B-E), (2.4.4) 
或 者 还 有 , 由 于 外 乘法 是 反 交换 的 : 


(aAB) £= (e S) AB (—1)P3(8 SAO. (2.4.5) 
令 
有 
v( 0,€1) as ,Êp+q) = (8 - ĉo) ^a) < (€, SY , ép+q); 


w(Eo, E15 s Ep+a) = ((œ A B)’ + £0) < (E141: ,ép+q): 
这 些 是 (对 于 固定 的 z) A pE; R) 中 的 元 素 , 并 且 (2.4.5) 可 写成 
w = u+(-1)%0. 
现在 来 求 计算 交错 (p+ q+ 1) 重 线性 映射 d(o A 0); 由 定义 , 它 是 通过 典范 映射 
PTLp+g : Aptal E; R) 一 2#+qa+1( E; R) 
作出 的 w 的 变换 , 因此 有 
d(a A B) = p1pta(W) + (1) "pi1,ptald). (2.4.6) 
然而 是 一 外 乘积 ; 因此 把 
((a" - £0): (€1,°** ,€p)) -Alep tt > Ep+a) 
看 作 Apal ER) 中 的 元 素 [对 于 固定 的 &0], 对 它 应 用 映射 
pp,q : S, (E; R) 一 A+4(E; R), 
我 们 就 得 到 u. 最 后 , 考虑 A o. (E; R) 中 由 下 式 确定 的 元 素 : 
(£o; £15 Sp+a) > (0 - £0) < (E1371 &)) < Plép+1,*** s Spa); (2.4.7) 
Piptalu) 是 这 元 素 通过 olp+a 9 Ppa 所 作出 的 变换 . 然而 由 引 理 1.5.3, 我 们 有 


@1,p+q © @p,q = Pl1l+p,q 9 P1,p: 
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如 果 对 多 重 线性 形式 (2.4.7) 应 用 wi, 求 得 
(£o, £1, re ,p+q) > ((da) i (£o; SE AS 29) ` Blép+1) NG , Ep+q)- 


并 且 如 有 果 接 着 应 用 pip, 就 求 得 外 乘积 da A B 在 向 量 系 (£0, , Ept) 上 的 值 
因此 最 后 得 
plp+a() = (da) A 0. 
根据 同样 的 理由 , 我 们 有 
plLp+etV) = (dB) A o. 


于 是 由 关系 式 (2.4.6) 得 
d(a A B) = (do) A B + (—1)°3(d8) A a. 
然而 外 乘法 是 反 交 换 的 , 因此 
(d8) ^ a = (=1} 09a A (dp), 
并 且 最 后 得 到 
d(e A B) = (do) A B + (—1)Pa A (dp); 
这 就 是 关系 式 (2.4.3), 也 就 是 要 证 明 的 . 
2.5. 外 微分 的 基本 性 质 
定理 2.5.1. w eQ (U, F) 是 Cn 类 的 微分 形式 , HP n > 2. 那么 


FET 


(运算 d, 如 果 连 作 两 次 , 就 得 到 零 .) 

W. 对 于 已 给 数值 ze U (此 后 在 记号 中 看 作 是 如 此 的 )， dw 是 ĉl, , Ep+1 的 
交错 多 重 线性 映射 ; CEI pip: A (E; F) 一 6641(B; P) 作用 到 下 列 多 重 线性 映 
射 得 到 的 : 

(é1,° °° ,Ep+1) > w (81): (62,. °° ,p+1). 
因此 对 于 固定 的 Eo, (dw) -£o 是 1,…: Ept 的 交错 多 重 线 性 映射 ; 这 映射 是 把 yp， 
作用 于 下 列 多 重 线 性 映射 而 得 : 
(和 HT) > ((w” - £o) 81) (E2, ,Ep+1); 
把 w” 看 作 在 Z(E; F) 中 取 值 的 双 线 性 映射 , 上 一 行 右边 也 可 写成 


w” (€o, £1) Ë (£2, INR , p+1) (2.5.1) 
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把 (2.5.1) 看 作 6 上 6 ,如 41 的 多 重 线性 映射 ; 这 是 A 1 P (E; F) 中 的 一 个 元 素 . 
把 (2.5.1) 看 作 (对 于 固定 的 &o)é ,名 +1 的 映射 , 于 是 把 算 子 yip 作用 于 它 , 就 
得 到 24.11 (E; F) 中 的 一 元 素 ; 它 就 是 (do), 可 看 作 £o, Ep 的 多 重 线性 映 
射 . 然后 把 p1,p41 作用 于 (dwy, 也 就 是 把 2lp+lowlp 作用 于 多 重 线性 映射 (2.5.1)， 
我 们 得 到 交错 (p + 2) 线性 映射 d(dw). 

由 引 理 1.5.3, 我 们 有 


P1,p+1 9 lp = P2,p 9 @1,1: 
而 把 p11, 作用 于 多 重 线性 映射 (2.5.1), 就 得 到 
w” (€0,€1): (E2, ,Ep41) — w” (£1, Eo) lEz, , €p+1); 

由 于 二 阶 导出 映射 w” 是 6 及 & 的 对 称 线性 映射 (上 编 《 微 分 学 》, 第 一 章 , 定理 
5.1.1), 上 列 式 子 等 于 零 , 因此 我 们 正好 有 d(dw) = 0. 证 完 . 
2.6. 有 限 维 空间 上 的 微分 形式 

假定 E RARE k. 选取 的 一 个 基 , 使 E 与 R* 等 同 . Dz wi € (RE; R) 是 
第 i 个 坐标 映射 , 看 作 一 个 线性 形式 . 给 出 一 个 开 集 U c Rk, 把 u, 在 U 中 的 限制 
WHE r, 这 次 把 它 看 作 可 微 映射 xi: U 一 R. 

引 理 26.1. 映射 z¿ 的 微分 dz, 是 常数 映射 U > “(Rk R), 它 的 值 是 元 素 
u; € L (Rr*; R). 

FXE, 映射 z, 是 线性 的 ; 由 第 一 章 的 命题 2.4.2 (上 编 《 微分 学 》), 我 们 知道 导 
出 映射 是 常量 , 并 且 这 常量 的 值 是 (IRE; R) 中 的 元 素 , 恰好 等 于 所 考虑 的 线性 映射 . 

定理 2.6.2. 如 果 U 是 R* 中 的 开 集 , 任何 微分 形式 w e Q(U, F) 可 唯一 地 
写成 

w 一 Ci (z)dz;, A: A dxi,- (2.6.1) 
ii< <ip 

其 中 “系数 ” caa 是 Cn 类 的 映射 : U 一 F. 在 和 式 中 , 整数 <... < ip 并 且 这 
些 整数 > 1,< k. 

证 . 参照 定理 1.7.1; 这 定理 给 出 了 (RE; F) 中 元 素 的 一 种 典范 形式 . 在 这 里 ， 
由 定义 , w 是 On 类 的 映射 : 

w: U > @,(RE; F). 

对 于 z € U, w(x) € (RE; F) 可 唯一 地 写成 


° Ciz,- ip Ui A. A Ui; 
41 <::: <ip 
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然而 对 于 TE U, Uil, i ; Uip 是 常量 映射 dzii, * Ue , dzi, 的 值 (上 一 引 理 ); 全 于 “系数 ” 
Ci 它 与 x 有 关 . 显然 映射 


T> > Ci yip (TI Ui A: A t, 


属于 C” 类 必须 而 且 只 须 ca, i, 是 一 些 属于 Cn 类 的 映射 . 考虑 到 (2.6.1) 式 右边 
的 微分 形式 外 乘积 的 定义 , 定理 2.6.2 得 证 . 


此 后 , (2.6.1) 式 的 右边 叫做 微分 形式 w (在 开 集 U c R* 中 ) 的 典范 写法 . 
定理 2.6.2 特别 对 于 F = R ( 取 纯 量 值 的 微分 形式 ) 成 立 : 在 这 种 情形 下 , 系数 
Ci, 是 数值 函数 , 我 们 可 以 说 QPU TU, R) 是 C" 类 数值 函数 环 QU U, R) 上 的 模 ; 
这 个 环 的 模 以 下 列 元 素 的 集 为 基 , 即 以 整数 增 序 列 (1 <)i, < … < ip(< k) 相对 应 元 
素 的 集 为 基 : 
dzi, ^+- A dai, € Q(n)(U, R). 
特殊 情形 : p = 1. 在 这 种 情形 下 , 任何 微分 1 形式 we Q'U92(U, F) 可 唯一 地 写成 
k 
w = > ` c, (z)dz;, (2.6.2) 
¿=1 
其 中 c 是 一 些 On 类 的 映射 : U 一 F. 我 们 看 到 了 一 次 微分 形式 的 通常 写法 . 
重要 的 是 对 于 一 点 z € U 及 一 个 向 量 £ e Rn, 会 计算 (2.6.2) 确定 的 形式 w 的 
值 w(x; E£). 为 此 , 必须 想到 : 由 引 理 2. 6. 1, 对 于 (z; ,dzi 的 值 与 z, 无 关 , 并 且 等 
于 wi(&), 即 第 i 个 坐标 形式 wi ENE E 上 的 值 . 于 是 
k 


o (z; £) = Y ci(z)8; (2.6.3) 


i=1 
这 里 & 表示 向 量 £ e RE 的 第 个 坐标 . 
命题 2.6.3. 设 U 是 Rk 中 的 开 集 . 如 果 f: U> FATO 类, 它 的 微分 df 
有 典范 写法 
k of 
df = 2 Bd ! (2.6.4) 
事实 上 , df : U 一 (RE; F) 就 是 导出 映射 fr; 而 且 我 们 在 上 编 《 微 分 学 》 第 一 
章 的 公式 (2.6.1) 中 已 经 看 到 : 如 果 £ 是 坐标 为 各 ,&x 的 向 量 , 我 们 有 


并 且 由 (2.6.3), 上 式 正好 表达 了 关系 式 (2.6.4). 
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2.7. 按 典范 写 出 的 微分 形式 的 算法 
在 本 段 中, 假定 U 是 RE 中 的 开 集 , 并 且 采 用 微分 形式 的 典范 写法 (定理 2.6.2). 
É a 是 一 p 形式 , 6 是 一 9 形式 ; 已 知 a 及 6 的 典范 写法 , 我 们 要 找到 a A 8 的 典 
范 写法 . 
由 于 外 乘法 对 于 加 法 是 分 配 的 , 只 须 对 a 及 6 都 缩 成 一 项 情形 进行 计算 : 
a 一 a(Z)dzi A: A dEi, 
B =b(z)dz;j A: A dri - 
我 们 要 求 关 于 连续 双 线 性 映射 
$: FxG— H 
的 乘积 a 人 6 (F 表示 a、 即 映射 a (z) 的 值 的 空间 , G 表示 6、 即 映射 b(z) 的 值 的 空 
间 ). 应 用 乘法 的 结合 性 及 反 交 换 性 , 求 得 
a As B = @(a(z),b(z))dz;¿ A+ A dzi, A dz; A: A dz; 
在 这 里 , $8(a,5) 是 映射 a 及 5 关于 @ 的 “乘积 ”[ 例 如, 如 果 a K b 是 数值 函数 , 并 


AWR ð: Rx R> REWER, 那么 D(a, b) 简单 地 就 是 函数 a K b 的 乘积 ]. 
余下 只 须 求 得 下 列 乘 积 的 典范 写法 : 


dzi, At’: A dz;, A dz;, A... A dz; 
现 分 两 种 情形 讨论 : 1) 如 果 整 数 i, iy ji ,ja 不 是 全 部 不 相同 , 这 乘积 是 零 ; 
2) 如 果 这 些 整数 全 部 不 相同 , 那么 一 个 排列 c 就 可 把 它们 排 成 严格 增加 的 次 序 ， 
设 为 
kí < k> < :: : < kp+q; 
并 且 我 们 有 
dz, A: A dti, A drj A. A dz. = e(c)dzk, A: A dzk 
于 是 就 可 得 到 a As 8 的 典范 写法 . 
我 们 刚才 解释 了 怎样 计算 典范 写法 的 外 乘积 , 已 给 典范 写法 的 微分 形式 w, 现在 
来 看 怎样 计算 w 的 外 微分 dw. 只 须 会 对 w 缩 成 一 项 
w = e(z)dz;, A: A dEi, (2.7.1) 
情形 进行 计算 , 这 里 “系数 ”ec 是 C1 类 映射 U 一 F， 我 们 要 应 用 2.4 段 中 给 出 
d(a A B) 的 结果 ; 由 递 推 , 如 果 o 是 pi 次 微分 形式 wi 的 外 乘积 


p+q ` 


W = 1 A 八 :… A (Ən; 
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我 们 有 
dw = dai A 2 A+: Awn + (1) w A (dw2) A- Awn 
_ h (—1)?1tP2t + Pn- A A Wn- A (dwn). (2.7.2) 
把 上 式 应 用 到 (2.7.1) 所 确定 的 形式 w : 


dw = dc A dzi, 和 人 :Adzi + cd(dzi,) A dzi, N***A dEi 
+: E edzi, A... A dri... A d(dz;, ). 


然而 由 25 Ez, 我 们 有 
d(dza) =0,... ,d(dzi,) = 0. 


dw = de A dzi, A... A dri, |: (2.7.3) 


这 是 很 简单 的 公式 , 记 住 它 是 容易 的 (并 日 是 重要 的 !). 
(2.7.3) 还 没有 给 出 dw 的 典范 写法 (对 于 (2.7.1) 所 确定 的 w). 但 是 这 种 写法 容 
易 得 到 . EKE, 在 (2.7.3) 的 右边 , 把 dc 用 它 的 值 


因此 简单 地 只 剩 下 


£ óc 
2 z; ”( 参 看 命题 2.6.3) 


KRE, 然后 展开 : 
k 
Oc 
dw = > a; A dzi, A. A dti. 


j=1 
还 只 须 找 出 dzj 和 dzi A: Adri, 的 典范 写法 ; 如 我 们 在 上 面 已 经 解释 过 : 如 果 j 等 于 
和 ip 之 中 的 一 个 整数 , 上 列 外 乘积 等 于 零 ; 如 果 o 是 把 序列 (j ii, ,ip) 变换 成 
严格 增 序 列 (1,… , kpi) 的 一 个 排列 , 那么 上 列 外 乘积 等 于 se(c)dzm 入 …Adzp 


例 ， 在 有 坐标 x,y,z 的 R3 中 , 考虑 
w = Pdz + Qd + Rdz, 
其 中 系数 P,Q, R 是 变量 r,y,z 的 C1 类 函数 . 直接 计算 就 得 到 


dw = dP ^ dz + dQ A dy + dR A dz 


习题 . 建议 对 任何 C? 类 微分 形式 , 用 典范 写法 , 证 明 d(dw) = 0 (参看 定理 
2.5.1). 开始 证 明 对 于 一 个 C? 类 函数 f,d(df) = 0; RITA (命题 2.6.3): 


df = 2 PI drj, 
J 
由 此 得 
d(df) = > d (3) A dz; 
然而 . 
(2-5 22 
Ox; OriOrz; “ ” 
由 此 得 


82 f 


在 求 和 中 , 指标 i 及 ; 独立 变化 ， vi i= j, 相应 的 项 是 零 , 这 是 因为 dz, A dzi = 0. 
XF iZ j, 把 与 (¿, j) 相应 的 项 及 与 (j, 让 相应 的 项 集中 在 一 起 ， 求 得 


d(df) = x dzi A dz; + r= -dm Ads). 


然而 ( 施 瓦 茨 定理 , 上 编 《 微 分 学 》 第 1 章 , 命题 5.2.2) 我 们 有 
82 f 82 f 


OXiO07; _ Ər;Orx; Í 


d(df) = 0. 
现在 为 了 证 明 d(dw) = 0, 只 须 考虑 w 化 为 一 项 情形 : 
内 一 cdzi NA: A dti 
那么 
dw = (de) A dzi, A :: A dEi- 


由 公式 (2.7.2) (其 中 应 把 w 换 成 dw), ddw) 是 一 些 项 的 和 , 其 中 每 项 有 一 因子 , 或 
者 是 d(do), 或 者 是 d(dz;,),…, 或 者 是 d(dz;;,). 然而 由 前 面 讲 过 的 所 有 这 些 因子 都 
EF. 因此 d(dw) = 0. 这 样 ， 刚 用 典范 写法 给 出 了 (对 于 R* 中 开 集 适用 ) 定理 2.5.1 
的 一 个 新 证 明 : d(dw) = 0. 
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2.8. 微分 形式 中 的 变量 代 换 
我 们 回 到 U 是 巴 拿 赫 空间 E 中 开 集 的 一 般 情 形 . i 
o: U — æE; F) 
是 Cn 类 的 一 个 微分 p 形式 (n > 0). 另 一 方面 , 设 已 给 一 映射 
e: U! — U, 
其 中 是 一 巴 拿 赫 空 间 E: 中 的 开 集 ; 假定 o 属于 Ot 类 . 我 们 要 确定 C" 类 的 
— p 形式 : 
U' > %(E”'; F), 
记 作 yg*(w), 或 简 记 作 yp*w, 并 且 把 它 叫 做 从 w 通过 变量 代 换 
e:U'— U 
所 推出 的 微分 形式 . 
在 明确 给 出 形式 w*w 的 定义 之 前 , 我 们 想 要 使 得 对 于 一 点 ye U 及 对 于 问 量 
M, Np E E', yp*w 的 值 由 下 列 公式 给 出 : 
(Pw Ym = np) = wlely); p (u) m, p (y) np) (2.8.1) 
我 们 记得 yp'(y) 是 @(E'; E) 中 的 元 素 .]. 还 要 使 (2.8.1) 正好 确定 yp*w 作为 从 U’ 到 
A,(E'; F) 的 一 个 Cn 类 映射 . | 
我 们 从 p = 0 情形 开始 : 于 是 w 简单 地 是 Cn 类 映射 f U 一 F; (2.8.1) 可 写成 
(e"f)(u) = f(e(u)), 
换 名 话说 ,由 定义 , f: U' 一 是 复合 映射 jo wp. 在 这 种 情形 (p = 0) F, 只 须 假 
定 o 属于 Cn 类 , 就 可 断定 foy 属于 Cn 类 (参看 上 编 《 微 分 学 》, 第 一 章 , 定理 
(5.4.2). 于 是 映射 
j foo= e (/) 
是 一 线性 映射 QU (U, F) 一 (U, P). 
现在 研究 p > 0 情形 ; 这 次 将 必须 假定 y 属于 Ort 类 . 公式 (2.8.1) 表明 : 把 
yp*w 看 作 映 射 U' 一 (Er; F), pw 是 下 列 两 个 映射 的 复合 映射 : 
1) 映射 U’ 一 Z(E; F) x @(Er; E), 其 中 第 一 个 合成 子 是 wop : U! — æ (E; F), 
第 二 个 合成 子 是 2 : U' — @(E'; E); 
2) 映射 Xp : (E; F) x Z#(Er; E) > (Er; F), 这 映 冉 对 一 个 f e Z(E; F) 及 
一 个 ge Z(E; E) 连带 着 p(B'; F) 中 由 下 式 确定 的 元 素 : 


(m, np) > Fm), =, 9(7p))- 
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容易 看 出 , 映射 Xp 属于 C” 类 ( 它 甚至 是 一 多 项 式 映射 , 因为 它 对 f 是 线性 的 , 对 g 

是 p 次 齐 次 多 项 式 ). 既然 已 假定 w 属于 C" 类 , 并 且 o 属于 Cn"+1 类 , 映射 wop 及 

”> 属于 C" 类; 因此 映射 1) 属于 C" 类 . 从 而 1) 及 2) 的 复合 映射 p*w 属于 Cn 28. 
我 们 证 明了 : 


命题 2.8.1. wR yp 属于 Ot 类 ,“ 变 量 代 换 ”公式 (2.8.1) 使 任何 微分 形式 
w € QP (U, F) 与 一 个 微分 形式 rw e Q(U, P) 相连 带 . 因此 w* 是 一 线性 映射 
p* = QM (U, F) = QM (U', F). 
(对 于 p=0, 只 须 假 定 y 属于 Cr 类 .) 
2.9. 变量 代 换 中 映射 ”* 的 性 质 
定理 2.9.1. ww* 不 妨碍 外 乘法 : 如 果 we Q(U, P) 并 且 86 e Q4?(U,G), 又 如 
果 给 出 一 个 连续 双 线 性 上 映射 更 : 王 xG 一 五, 我们 有 
2 aeAsD)=(2a)As(2 6). (2.9.1) 
证 . 原则 上 , 这 可 由 计算 简单 验证 ; 显然 要 用 到 外 乘法 的 定义 . 作 计算 时 , 为 了 
简化 , 写 出 w' 来 代替 2 (0); 我 们 有 


(Pa Ae DG 7p+a) 
= > e(o)@((e*o)(Uine0): 1: ,Nop)), (PBU; Nop) > Nopta)) (2.9.2) 


和 式 是 对 {1,… ,p 十 q} 的 所 有 满足 (1.4.3) 的 排列 o 作出 的 . 这 和 式 等 于 


X eo) Bop p -noa e noe) BU) oo P Nolpta))) 


o 


上 式 明显 地 等 于 (w) lym, np), 这 里 w 表示 由 下 式 确定 的 微分 形式 U 一 
Apal E; F) : 


w(x; £1 s Epta) = 》 elo) lala Esa) s Eotp)) BIE; Eott) s Eola): 
我 们 看 到 


w = w ^è Ê; 


因此 (2.9.2) 的 左边 等 于 p*(a As p) 在 点 y、 对 于 向 量 m, ,mpte € E' 的 值 . 于 是 
等 式 (2.9.1) 得 证 . 


定理 2.9.2. 如 果 p:U S U AR f: U — FAT O 类 ,我 们 有 


p“ (df) = d(e" f) (2.9.3) 
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[注意 : f: U — F Ja O 类 ]. ge o: U! — U 属于 C? 类 ;并 且 
w: U > @% (E; F) 
属于 C! 类 , 我 们 有 
2 (dw) = d(y*w) (2.9.4) 


[注意 : pro 及 du 属于 01 类 | 
简单 地 说 , p* 与 外 微分 运算 是 相 容 的 . 


(2.9.3) 的 证 ， 我 们 有 
(df)(z; 8) = f'(z) 8 (2.9.5) 


因此 
(e*(df))(u;n) = f'(e(u)) pl) n = (fF lelu) o pl) 7 
然而 (复合 映射 的 导出 映射 ): 


因此 (2.9.5) 的 两 边 等 于 
(PY (u) n = (e f))(u; n), 


这 正好 证 明了 (2.9.3). 
(2.9.4) 的 证 略为 复杂 一 点 , 但 还 是 可 用 计算 简单 验证 . 我 们 把 这 留 下 来 作为 习 
题 ; 特别 在 E = Rk 情形 , 下 面 要 用 微分 形式 的 典范 写法 作出 证 明 . 


2.10. 按 典范 写 出 的 o 的 计算 
设 U 是 R* 中 开 集 . 我 们 知道 任何 o e (U, F) 是 下 列 形状 的 微分 形式 的 和 : 
c(Zjdzil A: A dti. 


在 w=c(z)dzi, A: Adria 情形 , 计算 gw. 由 定理 2.9.1 (y* 与 乘积 的 相 容 性 ) 以 及 
关系 式 (2.9.3), 我 们 有 


p*w = p* (c)d(p* Ti) A Nd(P’ Tip). 


既然 p*z; = roy: U! — RERA yp(y) 的 第 i 个 坐标 的 映射 2, 这 里 p(y) 是 
y € U 的 映射 . 于 是 我 们 有 


p*w = c(ply)) (dpa) A A (dpi) (2.10.1) 
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为 了 得 到 w*w 的 典范 写法 , 只 须 写 出 
Opi 
d + — d D 
aD gid 


代入 (2.10.1) 的 左边 , 并 且 像 2.7 段 中 所 已 解释 过 那样 展开 . 
实用 法 则 .， 写 出 变换 y, 把 oly) 的 坐标 r1, zk 表示 为 y 的 坐标 yi ,yj 
的 映射 (假定 V' 是 Rh 中 的 开 集 ): 
= @; (11, SS ,Yh); 
然后 在 c(z)dzi, A -Adri P, H ply) 代替 z, 用 dyn 等 等 代替 dra; 把 微分 dpi 
展开 成 dyi,- , dyn 的 线性 组 合 , 再 进行 计算 . 
现在 要 证 明 (2.9.4) 成 立 , 当 


w = c(x)dri A A dzi 


时 作证 明 , 我 们 有 

e" (dw) = e" (de A dzi A++- A dzi) 
= d(c o p) A dpa A :: A doi, 
= d((c o p)dpi AN: A depi) 
d(p*w). 


证 完 . 
习题 : BÆ k= h = p. 在 VCcR2 中 的 2 次 微分 形式 o 可 写成 
w = e(z)dzi A++- A dzy 
(只 含 一 项 ). 映射 p : UV' 一 U BE p 个 变量 的 p 个 函数 
Ti = Pi(Y1,** ,Yp) 
确定 . 证 明 
dZ1 和 Adrp = Jdyi A : : : A dyp, 
其 中 J 是 变换 y 的 雅 可 比 行列 式 : 
a 


有 时 也 记 作 


O(T1,... ,Tp) 
Oly: Up) 


因此 我 们 有 
(2.10.2) 
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2.11. 变量 代 换 的 可 递 性 
E E, E' 及 E” 是 巴 拿 赫 空 间 ; U, U’ 及 U" 分别 是 EE,E' K Er 中 的 开 集 , 设 
:U' = U, p: U” = U 
是 C"+1 类 映射 , 我 们 知道 povy U" — U 属于 Cn"+l 类 , 变量 代 换 确定 线性 映射 


p": ANT, P) — RUE) 
wb : Q(U", F) 一 Q(U”, F). 


命题 2.11.1. 映射 
(p op)" : Q(U, F) > Q(U", F) 


等 于 or* Ay 的 复合 映射 : 
(pop) =y*o* |: (2.11.1) 


(注意 : 字母 p 及 小 在 上 列 等 式 两 边 出 现 的 次 序 不 同 .) 


证 . 从 p=0 人 情形 开始 ; 那么 只 须 假定 y 及 属于 C" 类, 并 且 关 系 式 (2.11.1) 
表明 : 对 于 任何 Cn 类 的 f: U F, RITA 


f ° (0 ° 0) = (f ° @) ° %, 
这 是 明显 的 , 在 一 般 情 形 , 设 w enU, P); 对 于 ye Um,… ,mp € E, 我 们 有 
(“wy m, np) = o(@(u); p (y) m, p (Y) np) 
因此 , 对 于 z €E UV",&,… Ep € E", 我 们 有 
(0"(@*o))(Z2& ,bp) = o(e(0(z)); p 0 人 (2 和) (2.11.2) 
然而 由 给 出 复合 映射 的 导出 映射 的 定理 ， 
@'(0(2)) p(z) = (e ° 0) (2). 
因此 (2.11.2) 的 右边 等 于 
w((p o Y) (z); (po) (z) - €, (p 0 4) (2) £p), 
这 就 证 明了 (2.11.1). 
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2.12. 微分 形式 等 于 da 的 条 件 
本 段 问题 如 下 : 设 已 给 微分 形式 
w:U > æ% (E;F), HF pèl. 
在 什么 条 件 下 , 存在 着 微分 形式 a: U — æl E; F), 使 得 da =w? 


如 果 我 们 要 求 a 属于 O 类, o 必须 属于 C1 类 , 并 且 dw = 0, 因为 d(do) = 0. 
当 开 集 U 满足 某 些 条 件 ( 见 下 ) 时 , 我 们 要 给 出 一 个 部 分 的 逆 定 理 . 


EX. 已 给 向 量 空间 E 中 一 个 子 集 U K U 中 一 点 a, 如 果 任 给 z c U, 点 
(1 —t)a + tz (其 中 0 < t < 1) 所 形成 的 线段 [a,z] BEE U A, 那么 UV 叫做 关于 a 
的 星 形 域 . 显然 , 星 形 域 是 连通 域 , 并 且 廿 域 是 星 形 域 . 


定理 2.12.1 ( 庞 加 莱 定 理 )， 设 马 及 玉 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 , 设 U Z E PA 

开 集 , 并 且 是 关于 U 中 一 点 的 星 形 域 , 如 果 
WE Q(U, F) (m > 1,p > 1) 

满足 dw = 0, 那么 存在 着 we QU (U, F), 使 得 da = o. 

这 定理 的 证 明 在 下 段 中 作出 . 我 们 记得 , 在 p = 0 情形 下 已 经 知道 : 如 果 映 射 
f € Q(U, F) 满足 df = 0, 并 且 如 果 U 至 少 是 连通 域 (特别 如 果 U 是 星 形 域 ), 那么 
f 在 U 中 是 常量 . 

我 们 要 用 到 与 微分 形式 理论 无 关 的 一 个 引 理 : 

引 理 2.12.2 (积分 号 下 微分 法 ). 

设 马 及 下 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 , 7 是 线段 [0,1], U 是 E 中 一 个 开 集 , 并 且 设 

e:UxI-— F 


是 一 连续 映射 对 于 ze U, 令 
1 
二 z. dt. 
yo = | oleta 


那么 y: U 一 下 是 连续 的 . 如 果 偏 导出 映射 22. 在 每 点 (x,t) € U x 了 还 存在 , 并 且 
是 一 连续 映射 U x I — @(E; P), IA y EFC 类 , 并且 


y'(z) = J pz (7, t)dt. (2.12.1) 


证 ， 设 已 给 。 > 0, 对 于 每 一 点 (x,t) € U x L, 存在 着 一 个 nle, t), ERF 
|z” — z|| < nz, t), |t — t| < nlx, t), RITE 


E 
le’, t) -ole tl < $. 


因此 特别 对 于 |t 一 < n(z, t), 
lolz, t) — o(s DN < $, 
比较 上 列 两 不 等 式 , 就 得 到 : 对 于 ||z” — z|| < nl, t), lt- t| < n(z, t), 
lyr, t) — ple, t’) < e. 
对 每 个 te T, 连带 着 满足 下 列 条 件 的 te 了 
|” — t| < n(z,t) 


所 形成 的 开 区 间 (z 固定 ). 由 于 了 工 是 紧 集 , 可 以 用 有 限 个 这 样 的 开 区 间 和 覆盖 它 . 设 有 
有 限 个 点 tilti € D 与 有 限 个 开 区 间 相 连带 . 设 n(x) 是 n(z,ti) 中 最 小 的 . 对 于 任何 
t € I, 存在 着 一 个 ti, 使 得 |t' — til < nl, ti); 因此 我 们 有 : 对 于 lz — z|| < n(z), 对 
于 任何 te T 

lolz’, t) — e(z,t)|| < e. (2.12.2) 


换 句 话说 , 在 点 z, y 对 上 一 致 连续 . 于 是 


从 而 | 
lye’) — yla) < f pC’) — p(z, t)ldt, 
因为 我 们 知道 一 个 函数 的 积分 的 范 数 不 超过 这 函数 的 范 数 的 积分 .那么 (2.11.2) 3 
明 我 们 有 : 对 于 |z 一 zl < n(z), 
; 1 
Iyl’) - wo)ll < | edt = e. 


这 就 证 明了 % : U 一 下 是 一 连续 映射 
现 假定 y, 存在, 并 且 是 一 连续 映射 U x I — (E; F). 由 刚才 所 证 明 的 , 映射 


A 


是 连续 的 . 余下 只 要 证 明 y 可 微 , 并 且 y(r) = 和 (xz). 为 此 , 必须 证 明 , 对 于 固定 的 
rEU, 

lly(z +h) — y(x) — A(x) : h|| = o(||h||). (2.12.3) 
然而 由 y, 的 连续 性 , 对 每 个 £ > 0, 可 连带 着 取 一 个 7 > 0 (与 z 有 关 ), 使 得 对 任何 
ter, 只 要 ||h|| < n, 就 有 


|ez(z + h,t) — 2, (z, t)|| < =; 
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事实 上 , 我 们 对 2 应 用 (2.12.2) 中 已 对 y 证 明了 的 结果 . 由 有 限 增 量 不 等 式 可 断定 : 
对 于 |h|| < n, 
|e(z + h,t) — p(z, t) — Z, (z, t) - hl] < ellhll. 


于 是 我 们 有 : 对 于 |h| < n, 
e+- 0(2) — (z) -h| = | Í GEAD- dd- Da 
<j CE e s naa 
i 
< Í elhlidt = elih] 


这 就 证 明了 (2.12.3), 并 且 引 理 完全 得 证 . 


系 2.12.3. 在 上 引 理 的 假设 下 , WR n 阶 导出 映射 rooe 存在 , 并 且 是 一 
连续 映射 U x I — 名 ,(E; P), 那么 y ET Cn 类 , 并 且 我 们 有 


(对 n 递 推 , 证 明 是 明显 的 .) 
2.13. 庞 加 莱 定 理 的 证 明 


假定 U 是 关于 原点 的 星 形 域 ; 一 般 星 形 域 总 可 通过 平移 化 到 这 种 情形 . 
首先 要 在 p = 1 情形 证 明定 理 2.12.1 (n > 1). 设 


w € QAM (UF) 
是 C” 类 的 1 形式 . S 
f(z) = | o (tz; z)dt (2.13.1) 
0 


先 证 明 f: U — F 是 Cn 类 映射 . 令 olz, t) = wtr r). 由 引 理 2.12.2 及 系 2.12.3, 
只 须 证 明 : 对 于 固定 的 t,w 属于 Cn 类 , 并 且 oo，… ,6"op/68z ÆA U x I A) F 
的 连续 映射 , Z(E; F), o, (E;F). 为 此 , 只 须 证 明 o U x I— F J8 T C" 类 . 然 
而 o 可 由 下 列 映射 复合 而 得 : 

1) U xI—U x E, CHE (x,t) 变 成 (tz, z); 这 映射 存在 , 因为 U 关于 O 是 星 形 
域 ; 这 映射 属于 ces 类 ; 

2) U x E > @(E; F) x E, CHE (z,€) 变 成 (w(z),é&); 如 同 w, 这 映射 属于 Cee 
类 ; 

3) Z(E; F) x E — F, CHE (f,é) 变 成 f(&); 这 映射 是 连续 双 线 性 的 , 因此 属于 
c” 类 . 
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这 样 , y 是 三 个 Cn 类 映射 的 复合 映射 ， 从 而 也 属于 c” 类. 于 是 (2.12.1) 所 确 
定 的 映射 f 属于 cr 类 . 


命题 2.13.1. 用 上 面 的 记号 , 假定 dw = 0, 那么 我 们 有 df =w. DXX} p= 1 WE 
明了 庞 加 莱 定 理 .] 


ME. 总 是 令 glz, t) = (tz; z) = w(tzx) z. 由 引 理 2.12.2, 我 们 有 


1 
1 四 = | (ba. 
计算 必 ; 我 们 要 取 复合 映射 的 导出 映射 、 因此 我 们 有 : 对 于 Ec E, 
gi € = tulte): €) z + ultr) ` €, 
然而 假设 dw = 0 表明 (w, £1) - 6 Ë 6, 及 E 的 对 称 双 线性 映射 . 由 此 得 


pz E= t(ax,(z) ` z) -E+ w(tr).&, 


p = tw (tz) -x + (tz). 

直接 计算 表明 : 上 式 右 边 等 于 
to (tz) 

关于 上 的 导出 映射 . 因此 令 g(t) = to(tz), 

re)= | Sousa 
等 于 g(1) - 9(0). 由 此 得 

| f(z) = w(x), 
这 正好 证 明了 w 等 于 微分 形式 df. 证 完 . 
B. R E = R", 用 典范 写法 , 我 们 有 


n 


w = >` ci(x)dzi, 


i=1 
其 中 c: U — F Et Cn 类 映射 . 假设 dw = 0 可 写成 
m 
Oz; 加 Oxi 


在 这 里 , 关系 式 (2.13.1) 给 出 : 
n pl | 
f(z) = x mic, (tz)dt. 


WET 1<ijs<n. 
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这 映射 属于 C" 类 , 并 且 满足 df = w, 这 就 是 说 ， 
xT 1 < ; < n. 
Ozi 
现 证 明 一 般 情形 (对 任何 p) FAm. 对 于 任何 p, 我 们 要 确定 线性 
映射 
k : QM (U, F) — QU) (U, F) 


如 下 : 对 于 p = 0, 约定 对 任何 f e Q(U, F), k(f) = 0, 这 就 回 到 约定 向 量 空间 
Q(U, F) 化 为 零 . XF p > 1, 设 we Q(U, F); 确定 kw) 如 下 : 它 是 由 下 式 确 定 
的 微分 形式 a € Q™ (U, F): 


(2.13.2) 


自然 必须 验证 这 正好 确定 一 个 O 类 的 微分 p — 1 形式 a: U 一 s,-(E; F). 为 此 ， 
我 们 如 同 对 于 p = 1 那样 进行 : 把 下 列 交错 (p — 1) 线性 映射 记 作 w(tz; z): 


(€1), ,Ep 1) > wt; 7, £1,* , €p—1)- 
把 (2.13.2) 的 右边 看 作 & ,… Ep1 的 交错 多 重 线性 映射 , 它 就 是 


1 
f tP—lw(tz; x)dt; 


0 


这 表明 a(x) € % (E; F). 为 了 证 明 a 属于 Cn 类 , 由 引 理 2.12.2 KZ 2.12.3, 只 须 
证 明 映 射 


(x,t) — tP lo(tz; z) 


属于 C" 类 . 然而 这 映射 是 下 列 三 映射 的 复合 映射 : 

1° 映射 UU x I > U xI xE, CHE (x,t) 变换 成 (tx,t,7x); 这 映射 存在 , 因为 U 是 
关于 原点 的 星 形 域 , 它 属于 C™ 类; 

2° kit U x Ix E — Z(E; F) x E, CHE (x,t, €) 变 到 (w(x), £); 如 同 w, 它 
属于 C" 类 ; 

3° 映射 Z(E; F) x E > Ap- (E; F), CE (f, €) 变换 成 下 式 确 定 的 6, (E; F) 
中 的 元 素 : 

人 

这 映射 属于 C% 类 . 

这 样 就 证 明了 公式 (2.13.2) 正好 确定 了 一 个 cn 类 微分 (p — 1) 形式 . 

命题 2.13.2. 在 前 面 的 假设 下 ( 星 形 域 U): 
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(a) wR we Q(U, P), 其 中 n> 1,p > 1, 我们 有 
d(k(w)) + k(do) =o |; (2.13.3) 
(b) 如 果 f EQU, P), 其 中 n> 1, 我们 有 
k(df)=f- fo |- (2.13.4) 


这 里 把 值 是 f(0) 的 常量 映射 U — F A fo. 
在 证 明 这 命题 之 前 , 先 证 明 由 它 可 导出 庞 加 莱 定 理 (定理 2.12.1): 如 果 在 (a) 中 
假定 dw = 0, 事实 上 , 关系 式 (2.13.3) 就 说 明了 


w = d(k(w)). 


这 样 , AT k 提供 了 一 个 形式 klw) = a, 使 得 da = w. 
注意 (b) 又 一 次 证 明了 : 如 果 df = 0, 那么 f 是 常量 


命题 2.13.2 的 证 明 . 先 证 明 (b): EXE, 形式 klf) 是 映射 
zo fd '(tz) 2)dt = f gd) = se) = g 
害怕 计算 的 读者 可 不 读 以 下 的 证 明 . 我 们 把 它 提供 给 勇敢 的 读者 . 我们 先 看 (a)， 
并 假定 p > 1, 我 们 记得 
(d) (z; £o, E1,- Ep) = ( (2) Eo) (En, £p) 


p 


人 


=l 


由 此 得 
(dw)(tx; x, £1,- £p) = (o (tz) z) (G: ,ép) 
+ ĉi) (z, Êi: T E AT 
2 

因此 形式 k(dw) = 6 由 下 式 确定 

1 
Ge. E) = f Pta) a) Gd 

0 


SF > en tP (w' (tz) ; £i) ` (x, £1, kia , Ê, Pass , ép)dt. (2.13.6) 
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男 一 方面 , (p — 1) 微分 形式 k(w) = a 是 由 (2.13.2) 给 出 的 ; 在 积分 号 下 求 导 数 ， 
(o (z) K £) ` (£2, K , Ep) 
1 1 
= J tP (w (tz). E1) (x, E2, dt+ | th lw(tz; £1, E2, ,Ep)dt. (2.13.7) 
由 此 得 
(do)(z;&), a Ep) = Y (1) f tP (w (tz) _ Ei) i (x, Çi; tii ) Êi, E , Ep)dt 
i=1 
De y 1 t lwl(tx; Êi, Êi, SaS É Haie ,Ep)dt. (2.13.8) 
HF wg, E ARAI, 上 式 右 边 第 二 项 等 于 
1 
pf 如 -ultzi6 ,Ep)dt. 


最 后 可 计算 (2.13.3) 的 左边 : 应 用 我 们 的 记号 , 微分 形式 d(k(w)) + kldw) 等 于 
da + 8; 把 关系 式 (2.13.6) 及 (2.13.8) 两 边 分 别 相 加 来 表示 它 . 简化 后 得 


0(z;81,' ° , €p) + dal(z; 61, ` wr , €p) 
1 1 
al tP (w (tz) x) (&, edt + p | tP—lw(tz; £1,- ,Ep)dt, 
0 0 
更 简单 地 可 写 出 
B(x) + do(z) = f eran . z) + ptP lO (tz)]dt. (2.13.9) 

0 

(E; F) 的 元 素 之 间 的 等 式 ], 然而 

tP(w' (tx) - x) + pt? lo (tz) = g q Eet) 


因此 (2.13.9) 的 右边 等 于 如 wltz) XF t=1 . t = 0 的 值 之 差 , 即 最 后 等 于 
w(x), 这 就 终于 证 明了 (2.13.3). 证 完 . 

这 样 完成 了 命题 2.13.2 的 证 明 , 同时 也 完成 了 庞 加 莱 定 理 的 证 明 . 

#|. B E = R3, fH IRE F = R; 设 

e = Pdz + Qdy + Rdz 

是 C” (n > 1) 类 的 微分 形式 : 因此 P,Q, R 是 在 开 集 U c R3 中 确定 的 Cn 类 数值 函 
数 . 我 们 有 
ôR ƏQ ôP ƏR ðQ OP 
da = (F -R)wna e+ (F-E) aznan + (22 - ) an n dy 
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如 条 把 函数 P, Q, R 看 作 在 U 中 确定 一 个 “向 量 场 ”( 即 一 个 映射 U 一 Rš), 那么 由 
ƏR OQ ƏP ƏR ðQ OP 


Oy ðr? Oz br Or Oy 
所 确定 的 场 称 为 场 (P,Q, R) 的 旋 度 场 . 反 过 来 说 , 设 已 给 一 个 Cn 类 的 2 形式 
w = Ady A dz + Bdz A dz + Cdz A dy; 


“ 场 ” (A, B,C) 必须 满足 什么 条 件 , 才能 存在 着 一 个 C" 类 场 (P,Q@, R), 使 得 (4, B,C) 
是 它 的 旋 度 场 ? 条 件 是 存在 着 一 个 C" 类 1 形式 a, 使 得 da = w. 一 个 必要 条 件 
是 dw = 0 (至 少 如 果 n > 2); 庞 加 莱 定 理 表 明 : 当 U 是 星 形 域 时 , 这 条 件 是 充分 的 . 
因为 

ðA ƏB 9C 


dw = | — + =— +— | dr Ady^d 
W (T) x 人 ay A dz, 


这 条 件 可 立即 显示 出 来 : 它 就 是 场 (4, B,C) WJ BE ESTE, 由 定义 ， 场 
(A, B, C) 的 散 度 就 是 函数 
ðA ƏB 6C 


P + ET + J 
3. 一 次 微分 形式 的 线 积 分 
U 总 是 表示 巴 拿 赫 空间 E (我 们 关注 的 将 是 E = R” 或 E = Cn 情形 ) 中 的 一 
AHE. 
3.1. C1 类 道路 
我 们 已 经 给 出 了 (参看 上 编 《 微 分 学 》 第 一 章 , 3.3 段 ) 拓扑 空间 X 中 道路 的 定 
义 , 在 这 里 X = U, 因此 U 中 的 道路 是 连续 映射 
y : [a,b| — U, 
其 中 [a,b] 表示 R 中 的 紧 区 间 a < t < b. (在 3.3 段 中 , 我 们 只 考虑 过 参 变 量 取 在 
[0,1] 中 的 道路 .) 


EX. 如 果 映 射 7 属于 C1 类 , 也 就 是 说 , 如 果 7 有 导出 映射 y(t) 连续 依赖 于 
t € [a,b], 那么 道路 y 就 叫做 属于 C1 类 . 


(注意 : 完全 严格 地 说 , C1 类 映射 概念 只 是 对 巴 拿 赫 空 间 中 开 集 的 映射 确定 的 ; 
在 现在 情形 下 , MAA R 的 开 区 间 中 所 确定 的 映射 . 对 于 一 个 闭 区 间 [a, b), REX, 
Y(a) 是 7Y 在 点 的 右 导 数 ,7'( 是 在 点 5 的 左 导数 , 容易 看 出 , 如 果 7: [a,b] — U E 
新 的 意义 下 属于 Ct 类 , 那么 存在 着 一 个 开 区 间 了 包含 [a,b], 和 一 个 映射 :一世 
属于 C! 类 , 使 得 y 是 它 的 限制 .) 
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EX. 设 有 道路 y: la, b] 一 U; 如 果 线 段 [a, b) 有 有 限 个 细 分 点 
a=to <t <: <t, =b (3.1.1) 


使 得 y 在 每 个 线段 [t;,t;j1] (其 中 0 < i <n) 的 限制 属于 C1 类 , 就 说 道路 í 是 “分 
段 属 于 Cl 类 ”. 

如 果 y 符合 上 列 定义 , 左 导数 y; (t) KAFR y(ti)[0 < í < n] 存在, 但 不 一 定 
相等 ， 当 然 , 如 果 í 是 分 段 属于 C1 类 的 道路 , [a, 09] 可 能 有 多 种 细 分 法 具有 上 述 性 
质 . 如 果 其 中 之 一 是 (3.1.1), 并 且 如 果 另 一 个 是 


a=t <t, < < t = b, (3.1.2) 
连带 它们 作 第 三 种 细 分 法 , 叫做 由 上 两 细 分 法 登 加 而 得 : 
a= t <t < < tÇ = b; (3.1.3) 
确定 这 种 细 分 法 如 下 : 集 {好 ,… 6) 是 集 {to,… ,tn} 与 集 (t... tn} 的 并 集 . [ 因 
此 我 们 有 g < n+p 一 1 
3.2. 线 积 
设 w 是 U 中 的 O 类 一 次 微分 形式 , 在 F 中 取 值 ; 换 句 话说 , w 是 一 连续 映射 
L (E; P) 
对 于 z e U, 与 过 去 一 样 , 把 w(x) e Z(E; F) XF £ € E 的 值 记 作 (z): £ X wle; 6); 
它 是 巴 拿 赫 空间 F 中 的 一 个 元 素 . 
积分 fo 的 定义 , 其 中 y 是 U 中 的 C1 类 道路 : 


y: [a,b] — U. 


J re i | HOLA (3.2.1) 


其 中 f(t)at 是 微分 形式 y*(w): 这 是 [a,b] 上 的 微分 形式 , 由 w 通过 C1 类 变量 代 换 
y 而 得 . 映射 上 一 f(t) 是 连续 的 , 并 且 如 果 我 们 阐明 变量 代 换 的 定义 (参看 2.8 Ez), 
就 得 到 


由 定义 , 我 们 有 


f(t) = w(Y(t)) -y (t) (3.2.2) 


(这 里 y(t) 看 作 中 的 一 个 元 素 , 在 周围 空间 U rh). 在 (3.2.1) 的 右边 , 简单 地 涉 
及 连续 映射 在 紧 区 间 上 ( 柯 西 一 HER) 的 积分 . 
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由 积分 的 经 典 性 质 导出 : 对 于 已 给 (C1 类 ) 道路 y, | v 是 o 的 线性 映射 . 而 且 


如 果 有 [a,b] 的 细 分 (13.1.1), 又 如 果 把 由 > 在 线段 lta, tar1](0 <i < n) 上 的 限制 而 
得 的 道路 记 作 yi, 那么 简单 地 由 于 


f zo t)dt = y f(t)dt 


ak (3.2.3) 


现在 要 定义 | w, 其 中 y 是 分 段 C1 类 道路 , 选取 一 组 细 分 法 (3.1.1), 使 得 > 在 
[t tial] 上 的 限制 y 属于 C1 类 . 并 且 这 些 2 满足 0 <i < xn - 1. 作为 定义 , 今 


ooa 


上 式 右边 已 有 意义 . 为 了 说 明 这 一 定义 合理 , 只 要 证 明 : 1) 上 式 右边 的 值 与 细 分 法 的 
选取 无 关 ; 2) 在 y 属于 C1 类 这 一 特殊 情形 ， f w 的 新 定义 与 原 定义 相符 . 

然而 明显 地 , 如 果 1) 是 正确 的 , 那么 由 已 对 y 属于 O 类 情形 证 明了 的 关系 式 
(3.2.3), 恰好 可 导出 2). 我们 来 证 明 1): 取 另 一 细 分 法 (3.1.2), 使 得 y 在 每 个 线段 
tt] 上 的 限制 属于 C1 类 (0 < ; < p). 于 是 设 (3.1.3) 是 由 又 加 而 得 的 细 分 法 . 
Jy; 表示 y 在 [ti ti] 上 的 限制 , 用 y, 表示 y 在 [tz tz, | 上 的 限制 . 考虑 和 式 


我 们 有 


q—1 
niw: 
k=0" Yk 
明显 地 , 适当 合并 一 些 项 , 我 们 得 到 
n—1 
“i 
i=1 “Vi 
用 另 一 种 方式 并 项 , 就 得 到 
p—1 
WwW 
j=0 Yj 
因此 我 们 正好 有 
n—1 p—1 
WwW = (2 
> 7 一 0 7; 


这 就 说 明了 上 面 给 出 的 定义 是 合理 的 . 
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注意 在 前 面 的 假设 下 , 我 们 有 
yi (w) = fi(t)dt, 


其 中 f, 是 在 [t taa] 上 的 连续 映射 . 在 [a,b] 中 , 可 能 除去 点 ti(1 < ; < n - 1) 外 ， 
全 体 f, 确定 映射 f; 而 在 ta f 不 连续 . 简单 地 说 , f 是 所 谓 分 段 连续 映射 ,并且 


等 于 分 让 连续 映射 /的 积分 | piyar. 有 了 这 种 名人 ,可 以 约定 当 y BRF C1 
类 时 , y*(w) 等 于 /bdt, 其 中 f 是 分 段 连续 映射 (在 不 连续 点 , 映射 的 值 没有 确定 )， 
于 是 当 y 属于 Cl 类 时 作为 w 的 定义 的 关系 式 (8.2.1), 当 y 分 段 属于 C1 类 时 仍 
然 适用 . 

3.3. 变量 代 换 


W] y : [a,b] — [a, bO] EMERE [a',b1 到 线段 [w 忆 的 微分 同 胚 . 导数 w(w) (对 于 
a' < u < l) É Z 0; 因此 它 保持 符号 不 变 . 两 种 情形 是 可 能 的 : 

1) y'(u) > 0 对 任何 u; 于 是 o(a!) = a, y(b') = b; 

2) p'(u) < 0 对 任何 u; 于 是 yla’) = b, pb) = a. 

在 第 一 种 情形 , 我 们 说 y 保持 定向 ; 在 第 二 种 情形 , 我 们 说 y 改变 定向 . 

注意 如 果 y: [a,b] — U 是 一 条 分 段 C1 类 道路 ， 


yog: [a,b] > U 
是 一 条 分 段 C! 类 道路 , 我 们 说 道路 yo w 是 由 道路 y 通过 参 变 量 代 换 2 导出 的 . 
命题 3.3.1. 用 前 面 的 记号 , 我 们 有 
J ge J w, WE 2 保持 定向 ， (3.3.1) 
yop y 
J EP J w， 如 果 2 改变 定向 . (3.3.2) 
yop y 


W. 只 须 对 道路 7 属于 C1 类 情形 作证 , 因为 把 线段 [a, 9] 细 分 , 就 可 化 到 一 般 
情形 , 通过 y, [a', 9 的 细 分 就 相应 于 前 一 细 分 . 因此 假定 y 属于 C! 类 . 由 定义 有 


X 
J = f (m° @)"o. 
yop a 
然而 (参看 命题 2.11.1) 我 们 有 (yo yp)*w = yg*(y*w); 如 果 令 
y*w = f(t)dt, 
我 们 有 
oo) = f(plu))p (u)du, 
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J. uf f(e(u))e'(u)du. 


如 果 y 保持 定向 , 我 们 有 pla) = a, pb) = b, 并 且 “ 单 积分 中 变量 代 换 ”的 经 典 公 


式 ( 见 下 ) 给 出 ; 
b b 
J. fe) a = f oat 


这 就 证 明了 (3.3.1). 反之 , 如 果 o 改变 定向 , 我 们 有 pla’) = b, po) = a, 同样 的 公 


式 给 出 ， | 
hs) Wa f f=- Í| paya 


这 就 证 明了 (3.3.2). 

注意 . 下 面 我 们 回顾 单 积分 中 变量 代 换 公式 的 证 明 (参看 系 3.4.2 后 的 注意 ). 
3.4. w 是 映射 的 微分 情形 

Ú g: U — F Æ C1 类 映射 . 取 微分 dg 作为 微分 形式 . 

命题 3.4.1. 如 果 y: [a,b] > U 是 分 段 01 类 道路 , 我 们 有 


由 此 得 


fa = g(n(b)) — g(y(a)) |: (3.4.1) 


[右边 是 g 在 y 的 终点 及 起 点 之 值 的 差 .] 


证 ， 只 须 对 ?7 属于 C! 类 情形 证 明 , 因为 细 分 线段 [a, b], 可 把 一 般 情形 化 到 这 
一 特殊 情形 . 由 定义 , 我 们 有 


[= Í| ran- f ar) f ason 


令 go7=h;h 是 C1 类 映射 : |a, b] 一 F. 我们 有 dh = M'(t)dt, 由 此 最 后 得 


Jf 6 = f woa 


而 我 们 知道 上 式 右 边 是 h(b) — h(a). [回忆 这 一 事实 的 证 明 : 


J Í h'(t)dt 


是 7 的 映射 , 它 有 导出 映射 (7), 因为 映射 h 是 连续 的 ; 因此 


J TAE 
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是 一 常量 导出 映射 是 零 的 映射 ) 写 出 上 列 积分 对 于 + = a 及 对 于 + = b 取 同 一 值 ， 
就 得 到 
f ETO 

用 go 代替 h, 正好 得 到 要 证 明 的 关系 式 (3.4.1). 

Z 3.4.2， 如 果 w 是 Cl 类 映射 g 的 微分 , 积 w 只 与 道路 + 的 起 点 yla) 
及 终点 yb) 有 关 . I 

注意 ， 任何 连续 映射  : lab] > F 等 于 h, 即 由 下 列 积分 所 确定 映射 的 导出 
映射 : l 

h(t) = | f(u)du. 


fE C1 类 变量 代 换 yp : [a,b] 一 [a,b], 其 中 pla’) = a, p) = b, 我 们 有 
b b 
f FEN = hl) — h(a) = h(e()) -hlola = | (no) (Wau 

而 且 由 于 (hog) (u) = h'(e(u)) ° @'(a) = f(e(u)) o p' (u), 于 是 证 明了 在 3.3 段 中 已 
用 过 的 “变量 代 换 公式 ”. 

定义 ， 已 给 微分 1 形式 w :U — @(E; F) 及 任何 C1 类 映射 f: U — F; 如 果 
df = w, 了 就 叫做 w 的 原 映射 . 

通常 一 次 微分 形式 没有 原 映 射 (参看 2.12). 如 果 U 是 连通 的 , w 的 两 个 原 映射 
fi R h 的 差 是 常量 , 这 是 由 于 dfi- fo) = 0. 

在 叙述 下 列 定理 前 , 先 把 名 词 确定 一 下 : 环 路 (法 文 “lacet”)2 是 起 点 与 终点 相 
重合 的 道路 ; 折 环 路 是 本 身 是 折线 的 环 路 (参看 上 编 《 微 分 学 》, 第 一 章 , 3.3 Ez). 

定理 3.4.3， 设 U 是 巴 拿 赫 空 间 E 中 的 连通 开 集 ， 对 于 C 类 微分 形式 Q : 
U 一 @(E; F), 下 列 性 质 等 价 : 

(a) w Æ U 中 有 原 映 射 ; 

(b) 对 于 口中 任何 分 段 C! KIRE y, | w= 0; 


Y 
(c) WF U 中 任何 “ 折 环 路 " y, a= 0; 
e; 
此 外 , 如 果 U 关于 一 点 zo € U 是 星 形 集 , 上 列 各 条 件 等 价 于 : 
(d) 对 于 包含 在 U 内 , 并 且 以 zo 为 顶点 的 任何 三 角形 y, | gai: 
y: 

关于 (d) 的 说 明 . 所 谓 以 zo 为 项 点 的 “三 角形 ”, 指 的 是 三 角形 的 周边 , 即 起 点 
Zo、 终点 zo 并 且 由 三 条 直线 段 构成 的 折 环 路 . 我 们 假定 三 角形 的 边 包 含 在 UV N, 而 
三 边 围 成 的 部 分 平面 不 一 定 在 UV 内 . 

DOREIR: lacet 及 lacet brisé 两 词 似 译 为 “ 环 路 ” 及“ 折 环 路 ” 较 妥 . 
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证 .根据 命题 3.4.1, 由 (a) 可 导出 (b): 因为 在 这 命题 中 , 如 果 y(b) = y(a), 就 
得 到 dsi. 

由 (b) 可 导出 (c) 是 显而易见 的 [因为 “ 折 环 路 " 形成 特殊 一 类 环 路 |. 我 们 要 证 
明 由 (c) 可 导出 (a); 证 明了 这 一 点 就 证 明了 (a), (b), (c) 等 价 . 为 此 , 假定 (c) 是 正 
确 的 ; 选取 一 点 zo € U; 由 于 U 是 连通 的 ( 见 《微分 学 》, 第 一 章 , 命题 3.3.5), 任何 
z € U 是 U 中 起 点 zo 的 一 条 折线 y 的 终点 . 对 于 已 给 一 点 z, 积分 I w 不 依赖 于 


+ 的 选取 : 因为 如 果 我 们 有 两 条 起 点 zo 、 终点 z 的 折线 y 及 那么 差 式 


yı y2 


等 于 w 沿 一 条 折 环 路 的 积分 ; 这 条 折 环 路 由 yi 及 y 组 成 , 积分 先 沿 yi 、 然后 按 反 
方向 沿 y 求 出 ; 于 是 由 (c), 这 积分 等 于 零 . 设 f(z) 是 沿 起 点 是 ro ASE x 的 
道路 y 的 积 f w 之 公有 值 . 我 们 要 证 明 这 样 确定 的 映射 : U 有 导出 映射 
fa), 它 等 于 w, 这 样 就 证 明了 (a). 

设 [z,z 十 月 是 起 点 z、 终 点 z + h 的 线段 ; 如 果 al 充分 小 , 这 线段 包含 在 U 
内 ; 这 是 因为 U EFE, 从 而 包含 一 个 以 z 为 心 的 球 . 记 : 


z+h 
f y 
z 


为 沿 这 一 直线 段 的 积分 . 如 果 我 们 相继 通过 一 个 起 点 zo 、 终 点 z 的 折线 以 及 直线 段 
[z,z + h], 那么 我 们 总 共通 过 了 起 点 ro, AA xz 十 h 的 折线 ; 因此 我 们 有 


x+h 
f(z + h) = f(z) + f w. (3.4.2) 


x+h 
为 了 计算 f o 作 变 量 代 换 
y(t) =z+th (0<t< 1); 
H (3.2.2), 求 得 | 
J(z + h) — f(x) -f g(t)dt (3.4.3) 


其 中 

g(t) = w(z + th): h (3.4.4) 
由 于 w: U 一 Z(E; F) 是 一 连续 映射 , 对 每 个 。> 0, 可 连带 取 一 个 n > 0, 使 得 对 于 
Ih|| < n, 有: 对 任何 t e [0,1]， 


|w(z + th) — w(z)|| < £. 
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由 此 导出 : 对 于 |l < nm, A: 对 任何 e [0, 1], 
lg) — 9(0)|| < ellal. 
然而 我 们 有 | 
fe+h)- Fo) =o) k= f (0 - 0d, 

由 此 得 : 对 于 ||n|| < n, 

|f(z + h) — f(a) — o(a) hl] < ellal. 
这 就 证 明了 

(z + h) — f(z) — o(a) 则 =odlml): 


上 式 表明 f 可 微 , 并 且 它 的 导出 映射 fr(z) 等 于 w(z). (c)=> (a) 的 证 明 完 成 . 
现 假设 U 是 关于 zo 的 星 形 集 . 明显 地 由 (c) 可 导出 (d), 而 如 果 我 们 证 明了 由 
(d) 可 导出 (a), 就 导出 了 (d) 55 (a), (b) É (c) 等 价 . 然而 由 于 U 是 星 形 集 , 可 以 确定 


Hgs I am (3.4.5) 
其 中 积分 是 沿 着 起 点 zo 终点 z 的 直线 段 取 的 . 于 是 我 们 有 : 对 于 充分 小 的 Ill, 
x+h 
He+ 朋 -fa=/ a 


其 中 积分 是 沿 着 起 点 xz、 终点 z 十 h 的 线段 取 的 : 这 正 是 可 由 假设 (d) 推出 的 结果 . 
与 上 面 一 样 , 可 证 明 f 可 微 , 并 且 / = o; 因此 (a) 是 正确 的 . 
定理 3.4.3 证 完 . 
48. 5 U 是 关于 原点 O 的 星 形 集 , HEHEH (3.4.5) (其 中 zo = 0) 时 , 我 们 
求 得 
1 
Jf (z) | (o (tz) : z)dt; (3.4.6) 
0 
这 就 是 用 来 证 明 庞 加 莱 定 理 的 公式 (2.13.1). 因此 只 要 微分 形式 w 属于 C0 类 , 并 且 
有 原 肖 数 , 上 列 公式 适用 (在 关于 O 的 星 形 开 集 中 ). (在 庞 加 莱 定 理 中 , 已 假定 w 属 
+ C! 类 , 并 且 证 明了 如 果 dw = 0,w 有 原 映 射 . 而 且 反 过 来 说 , 如 果 c! 类 的 w 有 
原 映射 f, 那么 f 属于 C? 类 ; 因此 我 们 有 a(df) = 0, B dw = 0.) 
3.5. 一 次 闭 微分 形式 
定义 .已 给 微分 1 形式 w :U 一 @(E; P) (其 中 U 表示 巴 拿 赫 空间 E 中 任 一 
开 集 ); 如 果 任 一 点 zo € U 有 一 邻 域 , 在 其 中 w 有 原 映 射 , 就 说 w 是 闭 的 . 简单 地 说 ， 
要 求 w 局 部 有 原 映射 . 
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命题 3.5.1. 要 使 w 是 闭 的 , 必须 而 且 只 须 任 何 点 zo € U 有 一 开 邻 域 V 关于 
zo 是 星 形 集 , 使 得 对 包含 在 V 内 的 任何 三 角形 y, 我 们 有 


fo =0. (3.5.1) 


[简单 地 说 , 对 于 所 有 包含 在 U 内 充分 小 的 三 角形 y, 积分 (3.5.1) 必须 是 零 .] 

这 结果 可 由 定义 及 定理 3.4.3 的 判别 准则 (a) 立即 得 到 . 

定理 3.5.2. 如 果 w 属于 C1 类, 要 使 w 是 闭 形式 的 一 个 必要 及 充分 条 件 是 
dw = 0. 

事实 上 , 我 们 刚才 看 到 , 在 一 个 星 形 开 集 中 , C1 类 形式 w 有 原 映 射 的 一 个 必要 
与 充分 条 件 是 dw = 0. 

我 们 记得 : 如 果 U 是 R 中 的 开 集 , o 可 写成 


n 


w = >` ci(Z)jdzi， 


?1 一] 


其 中 系数 c; 是 C1 类 映射 ; 条 件 dw = 0 于 是 可 由 下 列 关系 式 表示 出 来 : 
Oc; 有 Oc; 


ðr; E ðr; 
要 使 形式 w 是 闭 的 , 即 局 部 有 原 映射 , 上 列 关系 式 是 必要 及 充分 的 . 


注意 ， 开 集 U c E JH] 1 形式 w (甚至 如 果 它 属于 C 类 ) 并 不 总 是 在 整个 
U 中 有 原 映 射 (可 以 参看 下 面 的 定理 3.8.1). 例如 取 E = C, 并 且 设 


U=C-10. 
即 原点 的 余 集 , 把 z 记 作 C 中 一 点 的 复 坐 标 , 这 是 在 U 中 到 处 Z 0 的 一 个 图 数 , 设 


w = lg 
z 
是 U 中 OC” 类 的 一 次 微分 形式 , 这 是 一 个 闭 形式 , 因为 由 dz A dz = 0 可 得 
dw = d G) A dz = -ldz A dz = 0. 
z z 
为 了 证 明 w 在 整个 U 中 没有 原 映 射 , 只 须 证 明定 理 3.4.3 中 的 条 件 (a) 不 成 立 . 


此 我 们 要 举 出 U 中 一 个 环 路 y, 使 得 f v40; 现 举 出 心 是 O 、 半径 是 1 的 圆 , 用 参 
F 


变量 表示 为 
Zz 二 et 对 于 0<t< 21, - (3.4.7) 


(假定 读者 已 知 复 指数 ). 变量 代 换 (3.4.7) 把 w = (1/z)dz 变换 成 


et(ietdt) = idt 
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27 
/2=/ idt = 2ri = 0. 
% 0 
WRS z = z + iy, 我 们 有 
dz _ xdr +ydy .zdy— ydx 


1 ; 
z r? +y? 2Z2 +y? 


dy — yd 
/ = 7 = 2. 
y Z“ +I 


由 此 得 


3.6. 闭 形式 沿 一 条 道路 的 原 映射 
WZ w: U — Z(E; F) Z C9 类 微分 1 形式 , 假定 它 是 闭 的 . 
定义 . 对 于 任何 道路 y: [a,b] — U (考虑 连续 道路 , 不 假设 y 属于 分 段 C1 28); 
设 有 连续 映射 
f :la,b| > F 


满足 下 列 条 件 : 对 于 任何 to € [a,b], 存在 着 y(to) 的 一 个 开 邻 域 V c U, 以 及 ww 在 了 
内 的 一 个 原 映 射 F, 使 得 对 于 充分 接近 于 如 的 te [a,0], 我 们 有 


F(Y(0)) = f(t). 
那么 f 叫做 w 沿 7 的 原 映射 


[注意 ， 在 这 定义 中 , 自然 地 假定 Vc U; 而 且 可 假定 V 是 连通 的 ; 于 是 w fE V 
内 的 所 有 原 映射 有 形式 F+ 常量 ]. 


定理 3.6.1. 如 果 w 是 U 内 的 闭 微 分 1 形式 , 并 且 y 是 U 内 的 一 条 连续 道路 ， 
那么 存在 着 o 沿 y 的 一 个 原 映射 f; 这 种 原 映射 除了 可 加 上 一 个 常数 外 , 是 唯一 的 . 


MF. 先 证 明 唯一 性 . 设 fi 及 f, 是 两 个 原 映射 如 果 to < lab, 那么 存在 着 
7Y(to) 的 一 个 连通 邻 域 V, 在 其 中 w 有 两 个 原 映 射 F 及 F, 使 得 : 对 于 与 to 充分 接 
WÉS t, 

f1(t) = PY (n (t)), fÚ (t) = F> (y(t)) 


然而 F, -A = 常数 ; 因此 hA- fA() 在 to 的 令 域 内 是 常数 ， 从 而 差 式 f. — ñ 
在 [cb 上 是 连续 映射 , 并 且 局 部 是 常数 . 然而 [a,b] 是 一 连通 拓扑 空间 . 由 此 推出 
fh- fV Elab 上 是 常数 (参看 《微分 学 》, 第 一 章 , 3.3 段 中 引 理 ). 

现 证 明 沿 y RAR f AE. HEX, 每 点 to 包含 在 一 个 开 区 间 内 (关于 [a,b] 
的 开 集 ), 在 其 中 有 一 个 原 函 数 . HF |a, 0) 是 紧 集 , 可 用 有 限 个 这 样 的 开 区 间 有 覆盖 它 . 
把 这 些 开 区 间 按 序 排列 , 使 得 如 果 n,o, 1 表示 这 些 区 间 , 其 中 每 个 1, 与 前 面 区 
间 的 并 集 相交 . 由 假设 , 在 天 内 有 原 映 射 fe 而 由 已 证 明 的 唯一 性 定理 , 在 TYT 
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中 , fo — f. 是 常量 . 把 f. 适当 再 加 上 一 个 常量 , 于 是 就 可 作出 安排 , 使 得 在 L, YL 
内 ， f = fı; 设 92 是 区 间 h UT 中 的 映射 ， 在 h 中 等 于 fı, 在 72 中 等 于 fz; 这 是 
LUR 中 的 原 映射 . 然后 , (LU 1) Is 中 fs — 9 是 常量 ; 把 fs 适当 加 上 一 常量 ， 
可 作出 安排 , 使 得 在 (L U Io) Is 内 , fs = g; 这 样 就 在 URUB 中 确定 了 一 个 
原 映射 g3. 逐步 像 这 样 进行 , 就 可 找到 在 整个 [a, b] 中 的 一 个 原 映射 . 定理 得 证 . 


注意 1. 如 果 映 射 y 是 常量 , 显然 沿 y 的 任何 原 映射 是 常量 . 
注意 2， 在 :上 定理 中 , 假定 道路 y 属于 C! 类 , 设 
a=to <ti<::: <t. =b 
是 一 细 分 , 它 使 得 对 于 每 个 区 间 [ti tir], 我 们 有 
f(t) = FG (t), XEF ti <t S tii, 


其 中 F, Æ o 在 开 集 V, c U(Yy([t, taa 14]) C V;) 中 的 原 映射 . 把 y, 记 作 y: [a,b] — U 
在 Jti, ti+1] 中 的 限制 , 我 们 有 
n—1 
J ga > Í 


然而 在 V, 内 , 我 们 有 w = dF; 由 此 得 y* (w) = d(z* Fi) = df; 由 此 得 
si Tap qha S ti). 
Jo | atas) S u) 


最 后 ， 
[o= YUG) -FE = #0) — (a). 
J i=0 


这 结果 对 一 条 C1 类 道路 y 是 正确 的 , 它 对 分 段 01 类 y 也 正确 : 我 们 作 细 分 , 并 对 
细 分 得 到 的 每 条 道路 应 用 已 证 的 结果 . 于 是 有 : 

命题 3.6.2， 设 y 是 分 段 Cl 类 道路 , w 是 一 闭 形式 . 并 且 f Z o WE 7 的 原 映 
射 . 我 们 有 
e= f0)- f) |: (3.6.1) 


“Y: 

在 只 假定 道路 y 是 连续 的 一 般 情 形 下 , 原 映射 f 存在 , 并 且 除 去 可 能 加 上 一 党 
量 外 , 是 唯一 的 (定理 3.6.1). 因此 f(b) — f(a) 是 完全 确定 的 . 这 就 导致 把 闭 1 形式 
w 的 积 f w 定义 为 等 于 f(b) fla), B o W y 的 一 个 原 函 数 在 点 a 及 点 b 的 值 

x 


的 差 . 当道 路 y 是 常量 时 ， w = 0. `4 y 分 段 属于 C1 类 时 , 由 命题 3.6.2, 新 定义 


与 原 有 定义 符合 . 但 原 有 定义 对 于 非 闭 形式 w 也 适用 . 相反 地 , 当 形 式 w 不 是 闭 的 ， 
并 且 假 定 道路 y 只 是 连续 的 时 , 给 出 I w 的 定义 也 不 成 问题 ， 


Y 
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3.7. 两 条 道路 的 同 伦 


为 了 简单 起 见 , 只 考虑 参 变量 取 在 [0,1] 上 的 连续 道路 ( 作 参 变量 代 换 , 总 可 化 
到 这 一 情形 ). 


定义 .已 给 两 条 道路 
”Yo : [0,1] — U, Jı : [0,1] > U; 


如 果 存 在 着 从 正方 形 


O0<t<1, 0<u<1 
(有 两 坐标 t 及 以 的 R? 的 一 个 紧 子 集 ) 到 U 内 取 值 的 连续 映射 6, 使 得 对 于 0 < í < 1, 
6(,0)=qo(0, Öl, 1) = 71 (t), (3.7.1) 


那么 我 们 说 两 道路 yo Ky 是 同 伦 的 . 映射 ó 叫做 从 yo 到 六 的 一 个 同 伦 . 如 果 是 
这 样 , 每 个 ve [0, 1] 确定 一 条 道路 


Yu : [0,1] — U, 


即 
u (t) = ó (t, u). 
我 们 有 时 说 : 道路 族 ya 确定 从 道路 yo 到 道路 y1 的 一 个 连续 变形 . 
“yo 与 六 同 伦 ” 这 一 关系 是 U 中 道路 集 的 一 种 等 价 关 系 . (习题 : 证 明 这 一 结 
论 ). 
有 固定 起 点 及 终点 的 同 伦 : 当 yo 及 有 相同 起 点 yo(0) = z (0) 及 相同 终点 
Yo(1) = (1) 时, 如 果 6 不 仅 满足 (3.7.1), 而 且 对 于 任何 u € [0,1], 满足 
ô(0, u) = 70(0), ô(1, u) = %o(1), (3.7.2) 


换 句 话说 , 如 果 还 要 求 对 任何 u, 道路 y, 与 yy 有 相同 起 点 及 终点 , 那么 我 们 说 ó 
是 有 固定 起 点 及 终点 的 同 伦 . 


定理 3.7.1. 设 w 是 开 集 UCE 中 的 闭 微分 1 形式 , 设 
yo : [0,1] — U, yı : [0,1] — U 
是 有 相同 起 点 及 相同 终点 的 两 条 连续 道路 . 如 果 yo 及 yl 是 有 固定 起 点 及 终点 的 同 
伦 道路 , 我 们 有 
J w = | w (3.7.3) 
yo YE 


(这 里 “积分 ” 如同 3.6 段 末 所 说 的 那样 确定 ). 
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这 定理 将 可 由 男 一 定理 推出 , 后 一 定理 涉及 w 的 一 种 原 映 射 的 存在 性 ,“ 这 种 原 
映射 是 沿 矩 形 的 一 种 连续 映射 取 的 ”( 参 看 下 列 定义 ). 


定义 ， 设 ó 是 从 矩形 (R) 
a[Lt<b, ad Lu<s<b' 


到 开 集 U c E 中 取 值 的 连续 映射 , 并 且 设 w 是 U 中 的 闭 微分 1 形式 . 我 们 把 满足 
下 列 条 件 的 连续 映射 f: R — F n o 2 ó 的 原 映 射 : 对 于 任何 点 (to, uo) 属于 和 矩 
JÉ (R), 存在 着 5(to, uo) 的 一 个 连通 开 邻 域 VcU, 以 及 w EV 内 的 一 个 原 映射 F, 
它 对 与 (to, wo) 充分 接近 的 (t.u) € R, 满足 


P'(ó(t,u)) = f(t,u). 


如 我 们 看 到 , 这 定义 是 仿照 “w 沿 一 条 道路 的 原 映射 ”的 定义 作出 的 . 

定理 3.7.2 (与 定理 3.6.1 类 似 )， 用 上 面 的 记号 , 存在 着 w 沿 映射 6 的 原 映射 : 
这 种 原 映射 除了 可 加 上 一 个 常数 外 是 唯一 的 . 

这 定理 将 在 稍 后 证 明 . 先 来 看 由 它 推 出 定理 3.7.1. 因此 设 y 及 和 是 U 内 有 
相同 起 点 、 相 同 终点 的 两 条 道路 , 并 且 假 定 yo 及 y 是 有 相同 起 点 、 相 同 终 点 的 同 
伦 映射 , 有 一 个 从 正方 形 

0<t<1, 0<u<1 
到 UU 的 连续 映射 5, 它 满足 (3.7.1) K (3.7.2). 由 定理 3.7.2 (承认 它 成 立 ), 存在 着 w 
党 ó 的 原 映 射 f. 于 是 映射 


Jo (t) = f(t,0), A (t) = f(t, 1) 

显然 分 别 是 w 沿 y 及 m 的 原 映 射 (只 须 查看 沿 一 条 道路 的 原 映射 的 定义 ). 要 证 明 
的 关系 式 (3.7.3) 可 写 出 

f(1,0) Es f(0,0) = f(1,1) = f (0,1), 
或 

f(0,1) — f(0,0) = f(1,1) — f(1,0) (3.7.4) 
事实 上 , 我 们 要 证 明 (3.7.4) 的 两 边 都 是 零 : 映射 — f(0,u) 实际 是 w 沿 道路 u — 
5(0,u) 的 原 映射 ; 由 (3.7.2), 这 道路 是 常量 , 因而 原 映 射 是 常量 , 这 就 证 明了 


同样 证 明 /1,1) - f(1,0) = 0. 
因此 定理 3.7.1 可 以 作为 定理 3.7.2 的 推论 来 证 明 . 
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定理 3.7.2 的 证 阴 . ”这 证 明 与 定理 3.6.1 的 证 明 类 似 , 只 是 略为 复杂 一 些 . 先 证 
HH: 如 果 f, K fo 是 w Wr ó 的 两 个 原 映 射 , 那么 差 p- f, 在 矩形 R 上 是 常量 . 
了 看 出 此 点 , 如 同 在 定理 3.6.1, 我 们 看 出 p-f 局 部 是 常量 , 然后 观察 到 矩形 R 是 
连通 的 (因为 它 是 两 个 连通 区 间 的 “ 积 ”). 

余下 只 要 证 明 f 沿 ó 的 原 映 射 存在 . 已 知 (由 原 映射 的 定义 ) 每 点 (to,uo) € R 
有 一 开 邻 域 , 在 其 中 有 一 这 样 的 原 映射 , 由 于 R 是 紧 的 , 可 见 在 R 中 有 由 两 种 细 分 . 


a = to <t <-::: < ta =b, 
a' = uo < u <: < Up = b 
所 确定 的 足够 细 的 “长 方 格 分 划 ”, 使 得 任何 乘积 矩形 
ti StS ti, uuSur (0<i<n,0<j<p) 


有 一 邻 域 , 在 其 中 o 有 沿 映射 6 (限制 在 这 邻 域内 ) 的 原 映射 fi 因此 有 一 个 。>0 
(HT 及 7 都 只 取 有 限 个 值 , 可 选取 e 与 i 及 j 无 关 ), 使 得 在 矩形 R 中 由 不 等 式 


ti—eE<t<ti+ı +E, %u;—E€ < u < Uuj+ı + € 


所 确定 的 子 集 上 , 有 一 原 映 射 fi;， 先 固定 j= 0, 使 从 0 变 到 n — 1; 可 逐步 对 
foo, fi.0,… ,fn_1,0 加 上 常量 , 使 得 这 些 映射 在 矩形 


a<t<b a LKu<u +e 
中 衔接 起 来 , 并 且 确 定 一 个 原 映 射 go, 同样 , 在 矩形 
a<t<b uv—-éEe<u<ute 


中 有 一 个 原 映射 g, 等 等 . 最 后 , 我 们 得 到 一 个 原 映射 序列 go,g1,… ,gp-1, 并 且 可 
逐步 对 它们 加 上 常量 , 使 它们 衔接 起 来 , 对 整个 矩形 R 提供 一 个 原 映射 f, 证 完 . 
现在 要 应 用 定理 3.7.2, 证 明 与 定理 3.7.1 类 似 的 一 个 定理 . 先 给 出 下 列 定义 


EX. Ey 及 y E U 中 两 条 环 h 路 (因此 yo (0) = y1), y0) = )(1)); WR 
存在 着 U 中 一 个 正方 形 


0<t<1, 0<wu<1 
的 连续 映射 5, 它 不 但 满足 (3.7.1), 而 且 满 足 
ô(0,u) = 6(1,w) 对 于 任何 ve [0,1]. (3.7.5) 


那么 我 们 说 这 两 环 路 yo 及 yi 同 伦 . 条 件 (3.7.5) 表明 对 于 每 个 u, 道路 ult) = ó(t,u) 
是 一 条 环 路 , 即 它 的 终点 与 它 的 起 点 重合 . 
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重新 设 w 是 U 中 的 一 个 闭 1 形式 . 应 用 定理 3.7.2 到 上 列 映射 5: 设 f 是 沿 ó 
的 原 映射 . 由 于 两 条 道路 


u ô(0,u) K wr 6(1,u) 
相等 , 我 们 有 
f(0, 1) — f(0,0) = f(1,1) — f(1,0), 
因此 在 这 种 情形 , 关系 式 (3.7.4) 是 正确 的 , 与 前 面 一 样 , 由 此 得 


[uela 
yo Yı 


这 样 就 证 明了 定理 3.7.1 的 一 个 变形 : 
定理 3.7.3. Kw 是 开 集 UC 万 内 的 闭 微分 1 形式 ; 如 果 U 中 两 条 环 路 yo 及 


Yi 同 伦 ， 我 们 有 
f gE | 5 
Yo yı 


2A. U 中 环 路 之 间 的 同 伦 关 系 是 一 种 等 价 关 系 . 如 果 w 是 U 中 的 闭 形式 , 并 
R. y Æ U 中 的 环 路 , 我 们 已 经 看 到 (3.4 BER), 可 能 1 w 不 是 零 . 可 是 定理 3.7.3 说 
Y 


f w 的 值 只 与 环 路 的 同 伦 类 有 关 . 特别 , 如 果 环 路 y 与 一 点 环 路 同 伦 , 那么 | ws EO 
对 任何 闭 1 形式 w 成 立 .[ 点 环 路 由 常量 映射 定义 ] í 
3.8. 单 连通 开 集 


定义 ， 一 个 拓扑 空间 X 如 果 满 足下 列 条 件 , 就 叫做 单 连通 的 : 1° 对 于 X 中 任 
何 一 对 点 (zo, zi), 存在 着 起 点 zo 终点 zi 的 一 条 连续 道路 y: [0,1] — X; 2° X 中 
任何 环 路 与 一 个 点 环 路 同 伦 . 

显然 , 如 果 两 个 拓扑 空间 X 及 Y 是 同 胚 的 , 并 且 其 中 一 个 是 单 连通 的 , 那么 另 
一 个 也 是 单 连通 的 . 

如 果 应 用 这 定义 到 巴 拿 赫 空 间 E 中 一 个 开 集 U, 条 件 1° 表明 E 是 连通 的 (上 
编 《微分 学 》, 第 一 章 , 命题 3.3.5), 此 外 , 如 果 U 满足 条 件 2°, 对 于 U 中 任何 环 路 y 
DUR U 中 任何 闭 1 形式 w RITE f o= 0 (由 定理 3.73). 应 用 定理 3.4.3 (a) 及 
(b) 等 价 ), 我 们 得 到 : I 

定理 3.8.1. 设 w:U — @(E; F) 是 闭 微分 1 形式 . wR U 是 单 连通 的 , o 在 
U 中 有 原 映射 . 

单 连通 开 集 的 例 . 任何 星 形 开 集 是 单 连通 的 . 事实 上 , 为 了 使 概念 明确 , 假定 U 
关于 原点 O 是 星 形 的 ; 如 果 zo 及 z, 是 U 中 两 点 , 由 线段 [zo,0] 及 线段 [0, zi] 所 
构成 的 折线 有 起 点 ro 及 终点 z, 因此 U 正好 满足 条 件 1° (事实 上 , 这 就 是 说 U 是 
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连通 的 ). 此 外 , 设 7 : [0,1] 一 U 是 一 环 路 ; 令 ó(t,u) = u y(t) (用 纯 量 ve [0,1] R 
Y(t) € E 的 积 ); 由 于 U 关于 O 是 星 形 集 , ó(t,u) € U; 映射 ó 是 连续 的 , 并 且 表 明 
环 路 

to ó(t,1) = y(t) 


与 点 环 路 
t= ó(t,0) = 0 


同 伦 . 特别 , E 5 JEE E P.E: J (由 于 它 关 于 它 的 每 点 都 是 星 形 集 ). 

由 已 作 的 说 明 , 与 一 个 星 形 开 集 同 胚 的 任何 开 集 U c E 是 单 连通 的 . 

反 过 来 , 取 E = C,U = C 一 {0};U 不 是 单 连通 的 (虽然 它 是 连通 的 ), 因为 我 们 
已 知 (3.5 段 末 ): 闭 微分 形式 (1/2) 在 U 中 没有 原 函 数 . 

JA. 对 于 满足 条 件 1° 的 拓扑 空间 X, 下 列 四 性 质 是 等 价 的 : 

(a) X 是 单 连通 的 ; 

(b) 圆 |z| = 1(z 表示 C 中 的 复 坐 标 ) 在 X 中 取 值 的 任何 连续 映射 可 开拓 成 圆 
盘 |z| < 1 到 XX 中 的 连续 映射 ; 

(c) 一 个 正方 形 的 边界 在 X 中 取 值 的 任何 连续 映射 可 开拓 成 这 个 正方 形 到 x 
中 的 连续 映射 . 

(d) WR X 中 两 条 道路 有 相同 起 点 及 相同 终点 , 那么 它们 是 “有 固定 起 点 及 终 
点 的 同 伦 ” 道 路 (参看 3.7 Ez). 
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4.1. 单位 的 可 微分 解 
我 们 要 证 明 下 列 定理 : 


定理 4... K 是 一 紧 子 集 C R", 并 且 设 (Diier 是 由 开 集 U, c R" AR 
的 K HARRA. 那么 存在 着 C” 类 的 函数 


fi: R” — [0,1] (eT) 


使 得 : 
(i) supp fi C Ui; 
[supp f, 表示 函数 f, 的 “支撑 集 ”, BH z< R" 中 满足 f(z) #0 的 z 所 组 成 之 集 
的 附 贴 集 ; 在 其 中 y, 恒 等 于 零 的 所 有 开 集 中 , supp f, 的 余 集 是 最 大 的 开 集 ]; 
(ii 》 fi(z) < 1, 对 任何 ze R"; 
i€T 
(ii) > f(z)= 1 IETT z € K. 


¿€I 
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注释 ， 我 们 把 条 件 (i 及 Gi) 表述 为 : fi 确定 K 上 的 一 种 “单位 的 可 微分 解 ”; 
条 件 (i) 表述 为 分 解 (S) 从 属于 开 覆 盖 (U;). 

现 指出 定理 4.1.1 的 一 种 重要 的 特殊 情形 : 即 集 7 只 有 一 个 元 素 情形 . 

R 4.1.2. 设 太 是 一 紧 集 CR", 并且 设 U 是 包含 到 的 一 个 开 集 , 那么 存在 着 
一 个 函数 

f R” = 10,1] 
属于 Cee 类 ,使 得 
supp CU,f(z)=1 对 于 ze 五 . 

在 后 面 定理 4.1.1 的 证 明 中 , 下 列 函 数 (在 R 中 确定 , 在 [0,1] 中 取 值 ) 起 着 主 

要 的 作用 : 


1 
TE G (r — z) 对 于 Jell < 1, (4.1.1) 

0 对 于 |lzl| > 1, 
其 中 Jel 表示 R"* 中 的 欧 几 里 得 范 数 , 要 证 明 函 数 X 属于 Cee 类 : 对 于 jell > 1, 这 
是 明显 的 ; 对 于 jlzj| < 1, 这 也 是 明显 的 , 因为 lela 的 坐标 的 平方 和 ) 是 C™ K 
数 , 因此 问题 在 于 证 明 : 如 果 ae R" 并且 lall = 1, 那么 Xz) 在 点 a 无 穷 可 微 . 

我 们 要 对 整数 k > 0 北 推 证 明 : 在 点 a, k 阶 导数 存在 , WHER: 对 于 大 = 0, 这 

是 明显 的 , 因为 由 定义 , 对 于 ||a|| = 1 A(a) = 0; 假定 在 点 a,k — 1 阶 导 数 存 在 , 并 且 
是 零 ; 要 证 AO (a) FE, 并 且 是 零 , 就 是 要 证 当 x 趋 近 于 a Bf. 

JA (x)| = oldlz — all) (4.1.2) 
[由 于 Xe-D(a) = 0). 然而 关系 式 (4.1.2) 对 于 |lzll>1 是 明显 的 , 因为 这 时 Xk-D(z)= 
0: 事实 上 , 它 对 |z| > 1 正确 , 因为 由 (4.1.1), Ax) 对 于 ||z|| > 1, 恒 等 于 零 ; 而 由 递 
推 假设 , 它 对 ||zl| = 1 也 正确 . 因此 现在 只 要 证 明 : 当 x 趋 近 于 a, 而 且 ||z|| < 1 Ff. 
(4.1.2) 正确 . 在 这 种 情形 下 , 至 少 在 理论 上 , 对 于 关系 式 (4.1.1) 中 上 一 行 所 给 出 的 
函数 A, 可 以 计算 它 的 逐 阶 导数 . 作为 习题 , 请 读者 按 k 递 推 证 明 : 对 于 lell < 1, 

AF-D (x) e Z ,(R", R) 


有 范 数 | 
(k-—-1)(z == == = = exp| ——— |; 
l (|< rT 2] z exp r a 1) 
其 中 m 是 与 z 无 关 的 数 ; 由 此 得 
-D(a)l = o(1 — lzll2). 


RTI 1- |æ]? = lla||? — æl? < 2(llal| 一 lzl) < 2lz — all, 由 此 最 后 得 到 (4.1.2) 证 完 
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因此 公式 (4.1.1) 正好 确定 了 在 任何 点 x e R 无 穷 可 微 一 个 函数 ， 在 开 圆 盘 
æl < 1 中 任何 点 , RITE 和 A(x) > 0; 因此 在 整个 闭 圆 盘 ||zl| < r(r < 1) 中 , Xz) 有 
一 下 确 界 m(r) > 0; 事实 上 , 我 们 有 


1 
现 设 任意 一 点 zo € Rn 及 一 数 r > 0; 函数 


— I 
Tr 


ERR ||z — zol < r 外 是 零 , 并 且 在 这 球 内 部 是 严格 正 的 . KRUT Cos 类 . 
有 了 这 工具 , 我 们 要 证 明 几 个 引 理 , 并 由 此 作出 定理 4.1.1 的 证 明 . 


引 理 1. 存在 着 C” 类 函数 


u: RT 一 [0,1], 
具有 下 列 性 质 : 
H(0) =0， ut)=1 XPT 121. 
(R+ 表示 半 直 线 t > 0). 


证 . 只 须 取 


1 XF tl. 人 


这 函数 正好 属于 C” 类 , 因为 


— exp(t? /(t2 一 i 
0 = p(Ë/(2 — 1) 对 于 t<1 


u(t) = 1—e. A(t). 
引 理 2， 与 定理 4.1.1 的 叙述 中 一 样 , 已 给 紧 集 K K K 的 一 个 开 和 覆盖 (Ui)ie， 
那么 存在 着 Ce 类 函数 
gi : R” — RF, 
使 得 
(a) supp gi C U,, 
(b) > gi(z) >1 对 于 任何 z e K. 


i€ET 
引 理 2 的 证 明 . 对 于 每 个 ze K, 连带 取 指 标 i = il) € L 使 zx € Ui. Ú 
r(x) > 0 使 心 为 zx、 半径 为 r(x) 的 闭 球 包含 在 U, 内 ; 由 于 当 z Poi K 中 的 点 时 ， 
诸 开 球 D (e 2 人 ) 覆盖 紧 集 K, 我 们 可 用 有 限 个 这 样 的 球 覆 盖 K. 设 z, 是 这 有 
限 个 球 的 心 (a BUN— MAREE 4 中 的 点 ) 并 且 令 r(zs) = ra, 于 是 
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1° 诸 开 球 B 2 zre) 覆盖 K; 
2° 每 个 心 为 ze 、 半 径 为 ra 的 闭 球 包含 在 开 集 U...) 内 . 设 Xe 是 函数 


"PG =.) 


ERF Cr 类 在 R+ 中 取 值 ; 它 的 支 拓 集 包含 在 Uran) 内 , 并 且 在 开 球 刀 ( ze gra) 
内 , 它 是 > 1 的 . 因此 对 于 任何 点 z < K, 至 少 有 一 指标 a, 使 得 Xez) > 1; 更 可 得 


到 : 和 式 

Y Aa (2) 

acA 
是 在 K 中 任何 点 都 > 1 的 一 个 函数 ， 对 于 每 个 i € 7 设 4; 是 a € 4 中 满足 
i(za) = 的 所 有 a 组 成 的 集 , 并 且 当 取 ¿ 遍 了 中 的 点 时 , A; 形成 4 的 一 种 分 解 . 对 
于 xeR", 令 


ga) = 5 Aa) (4.1.5) 


acA, 


% 的 支撑 集 显然 包含 在 一 些 丽 数 (a € A) 的 支撑 集 的 并 集 内 , 并 且 由 于 这 些 支 撑 
集中 每 一 个 都 包含 在 U, 内 , 我 们 有 


supp gi C Ui. 
而 且 在 任何 点 z & K, 》_ gi(z) = > Mo(z) 是 >1 的 . 引 理 2 得 证 . 
€I acA 
最 后 可 证 明定 理 4.1.1. 先 从 证 明 系 4.1.2 开始 : 如 同 在 这 系 的 叙述 中 一 样 , 给 出 
K 及 U, 应 用 引 理 2 ( 取 7 为 只 含 一 个 元 素 的 集 ), 得 一 个 C°° 类 的 函数 


g: Rn > RF, 
使 它 满足 
suppg CU,g(z) >1 对 于 ze 五. 
然后 应 用 引 理 1 中 的 函数 u, 并 且 令 


Jf = uog : R" — [0,1], 


显然 f 满足 系 4.1.2 的 叙述 中 的 条 件 , 于 是 这 一 系 得 证 . 
现 证 明定 理 4.1.1 的 一 般 情 形 , 把 引 理 2 中 的 函数 g; 与 开 覆 盖 (U;);erz 相 联系 ， 
并 且 令 
g(z) = >》 9gi(z). 


?ET 
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设 R” 中 满足 g(z) > 0 的 z 构成 的 集 是 U; U 包含 K, 并 且 U 是 开 集 (由 于 ç 是 连 
续 的 ). 由 系 4.1.2 (已 证 明 ), 存在 着 一 个 O” 类 水 数 
f: R" — [0,1] 
满足 
suppf CU, f(z)=1 XPT ze K. 
对 于 每 个 ie 了 令 : 


g(z) (4.1.6) 
0 XJF z € U. 
由 于 对 z 8 U,g(z) #0, 上 列 定义 是 有 意义 的 . R TREIER RKA f; 属于 O” 类 ,并 
且 满 足 定理 4.1.1 叙述 中 的 Gi), Gi) 及 Gü). 然而 在 一 点 zo € U 的 邻 域内 , f, 是 两 个 
CX 类 函数 的 商 (分 母 > 0), 因此 f, 属于 Cee 类 ; 在 一 点 zo € U 的 邻 域 中 , f, 恒 等 
FẸ, 因为 zo Z supp f, 从 而 f 在 zo 的 一 个 邻 域 中 恒 等 于 零 , 并 且 由 此 f(x) 恒 等 
FẸ (无 论 z Æ U 中 与 否 ). 
于 是 fi 在 任何 点 zo € R” 的 邻 域 中 属于 C” 类 . 它 的 值 f,(z) 在 任何 点 z eR” 
显然 > 0， 因 为 supp fi C suppgi, EE G) 是 正确 的 .因为 对 于 z e U, 既然 
Y gi(7) = g(x), RITE . 


1ET 


9: (z) z) X z 
nad f(z) HF reU, 


i€T 
性 质 (ü) 是 明显 的 . 最 后 , 如 果 z f(x) = 1, 这 就 证 明了 (iii). 
定理 4.1.1 完全 得 证 . 
4.2. 平面 R 中 带 边界 的 紧 集 
H z K y 表示 R2 中 的 坐标 . 
定义 . 如 果 紧 集 L c R2 满足 下 列 条 件 , L 就 叫做 一 条 C! 类 曲线 : 每 一 点 


(zo,yo) E 工 有 一 开 邻 域 U, 使 得 集 LOU, B LEU 中 的 点 组 成 的 集 可 以 或 者 由 
形 如 

y = p(z) 
的 方程 确定 [其 中 o 是 C1 类 函数 , HWE o(zo) = yo, 或 者 由 形 如 

z = (1) 


的 方程 确定 [其 中 水 是 C1 类 函数 , H SS AE w(yo) = zo] 
习题 .证明 下 列 说 法 与 上 述 相同 : 存在 着 一 条 C1 类 道路 (参看 3.1 Ez) 


y : [a,b] — R2, 
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使 得 对 于 te [a,b], 导数 Y(t) #0, 使 得 (z0, Yo) 是 一 个 to €la, b[ 的 像 y(to), 还 使 得 
有 一 开 集 U 3 (zo, yo), 使 在 U 中 y 的 像 上 的 点 构成 的 集 与 LAU 重合 . 

两 种 定义 的 等 价 性 由 隐 函 数 定理 容易 推出 . 注意 条 件 y (to) Z 0 ARE: 对 于 与 
to 充分 接近 的 t, 映射 7 是 单 射 . 


命题 4.2.1. LCR 是 一 条 Cl 类 曲线 . 在 元 上 每 点 的 邻 域 内 , L 把 平面 分 
成 两 个 区 域 . 

这 一 叙述 明确 指出 : 可 选取 含 (zo,yo) 的 一 个 开 域 V c U, 使 得 它 是 连通 的 , 并 
且 V-V 门 LZ 有 两 个 连通 的 合成 子 集 . 为 了 看 出 此 点 , 例如 假定 在 (zo,yo) 的 一 个 邻 
域内 , L 由 方程 y = 2(z) 确定 ; 选取 = > 0 及 n > 0 充分 小 , 使 得 

1° FÆ |z - zol < e, ly 一 yo| < n 包含 在 UV 内; 


U 


2° |e(z)— o| < n 对 于 满足 |z —zo| < £ 的 任何 xz 成立. WRH V 表示 这 个 开 算 
JÉ, V 是 连通 的 ; VV 门 L 有 两 个 连通 的 合成 子 集 , 即 点 (x,y) € V 中 满足 y < yle) 
的 点 构成 的 集 , 以 及 点 (x,y) € V 中 满足 y > yp(z) 的 点 构成 的 集 . 


— h 


EX. 如 果 紧 集 LCR? 满足 下 列 条 件 , 就 叫做 一 条 分 段 C1 类 曲线 : 每 一 点 
(zo,yo)E 工 有 一 开 邻 域 U, 使 得 集 LNU 与 U 中 一 条 分 段 C1 类 道路 (参看 3.1 段 ) 


y : [a,b] — R? 


上 的 点 构成 的 集 相 重合 , 而 且 y 具有 下 列 性 质 : 映射 y 是 单 射 , 并 且 在 Ja, b) 中 , 使 
y 属于 O 类 的 每 个 ( 闭 ) 子 区 间 上 , 导数 y (t) Z 0. 

在 一 些 点 (zo,yo) € L 中, 如 果 在 它们 的 邻 域内 , 工 不 属于 C1 类 , 这 些 点 就 叫做 
工 的 角 点 ; 角 点 是 孤立 的 ; 由 于 工 是 紧 集 , 角 点 的 个 数 是 有 限 的 . 工 上 的 点 中 , 除去 角 
点 以 外 , 都 叫做 工 的 正则 点 . 说 工 是 Cl 类 曲线 , 就 是 说 亏 上 的 点 都 是 正则 点 . 

定义 . 如 果 一 个 紧 子 集 K e R? 具有 下 列 性 质 , 它 就 叫做 带 边界 的 紧 集 ; 

(a) K 的 边界 点 的 集 6K 是 一 条 分 段 C1 类 曲线 : 

(b) 对 于 任何 正则 点 (zo,yo) € OK, 存在 着 (z0, y0) 的 一 个 连通 开 邻 域 V, 使 得 
V 一 V 门 (GK) 有 两 个 连通 合成 子 集 , 一 个 由 K 的 内 点 组 成 , 另 一 个 由 K 的 余 集 中 
的 点 组 成 . 
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简单 地 说 , 条 件 (b) 表明 在 K 的 任何 正则 边界 点 的 邻 域 中 K 中 的 点 在 边界 
OK 的 一 边 , RÆ CK 点 在 边界 9K 的 另 一 边 . 

注意 ， 边 界 9K 不 一 定 是 连通 的 , 即 令 K 是 连通 的 . 

带 边界 的 紧 集 的 例 : 


K 的 边界 的 定向 在 边界 9K 上 任何 正则 点 的 邻 域内 , 8K 与 一 条 C1 类 道路 
的 像 重 合 . 然而 一 条 道路 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 定向 (参看 3.3 段 ): 我 们 记得 每 种 取 
参 变量 法 有 一 种 定向 ; 考虑 两 种 不 同 的 取 参 变量 法 , 如 果 参 变量 的 代 换 由 一 个 严格 增 
函数 确定 , 那么 两 种 方法 有 同一 定向 ; 如 果 由 一 个 严格 减 函数 确定 , 就 确定 相反 定向 . 
然而 条 件 (b) 告诉 我 们 , 在 9K 上 每 个 正则 点 的 邻 域内 , K 在 9K 的 一 边 . 选取 OK 
的 定向 ( 即 通 过 的 方向 ), 使 得 当 我 们 通过 8K 时 , K 在 我 们 的 左边 . 这 准确 地 表示 : 
在 to 附近 , 取 + 作为 曲线 9K 、 即 y 的 参 变量 ; 那么 曲线 oK 上 一 点 (zo,yo) = y(to) 
处 的 切 向 量 y(to) 必须 使 与 它 成 角 +5 的 任何 向 量 , 指向 9K 的 含 K 的 内 部 的 一 
边 , 现 就 9K 在 (zo, yo) 附近 由 下 列 方程 
y = p(x) 

确定 情形 , 作出 说 明 ; 在 (zo,yo) 的 邻 域 中 , 如 果 K 的 内 部 由 y > p(z) 确定 , 在 ƏK 
(在 (zo, y0) 的 邻 域 内 ) E, 取 由 增加 的 z 所 确定 的 方向 [ 换 句 话说 , 可取 z 作为 参 变 
H]. 相反 地 , 如 果 K 的 内 部 在 y < ep(z) 的 一 边 , 取 -r 作为 参 变 量 , 于 是 6K 的 定 
向 是 z 减 小 的 z 的 方向 . 


如 果 在 边界 上 所 有 正则 点 如 上 进行 , 可 见 9K 是 有 限 个 定向 道路 的 并 集 . 因此 
可 确定 线 积分 f w, 其 中 w 是 一 次 微分 形式 有 了 上 述 定向 , 6K 叫做 紧 集 K 的 
K 
定向 边界 . 
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4.3. 微分 2 形式 在 带 边 界 的 紧 集 K 上 的 积 

设 w 是 开 集 U 5 K 内 的 一 个 二 次 微分 形式 , 属于 c° 类 并 且 在 一 个 巴 拿 赫 空 
间 F 中 取 值 : 

w E€ oW U, F). 

注意 ， 在 KK 的 邻 域 内 , o 与 在 整个 平面 R 上 确定 的 一 个 微分 形式 重合 : 事实 
E, H£ 4.1.2, 存在 着 一 个 C” 类 函数 和 : R? 一 [0,1] (和 更 加 是 连续 的 ), CE K 的 
一 个 紧邻 域内 等 于 1, 而 这 邻 域 的 支撑 集 包含 在 U 内 . 于 是 取 o 作为 微分 形式 , € 
在 U 内 等 于 X, 在 和 的 支撑 集 的 余 集 内 等 于 0. 

总 是 把 z K y 记 作 R 中 的 坐标 , 作为 标准 写法 , 微分 形式 w 可 写 出 如 下 : 

w = f(r,y)dr A dy, 

其 中 f 是 连续 映射 U — F. 设 f(z,y) 是 确定 如 下 的 映射 R 一 F: 


ws = f(z,y) 对 于 (x,y) € K, 
f(z,y) =0 对 于 (x,y) é K. 
映射 了 有 紧 支 撑 集 , 并 且 按 勒 贝 格 意义 可 积 ; 事实 上 , 任何 紧 集 K 的 特征 函数 x, 
勒 贝 格 可 积 , 因此 乘积 x, f = f 勒 贝 格 可 积 . 实际 因为 K 是 带 边界 的 紧 集 , 可 证 明 
x< 黎 曼 可 积 , 因而 了 RETIE 

于 是 确定 了 关于 平面 面积 元 素 dz A dy 的 积分 


JJ f(z,u)dz A dy. 


f(x, y)dz A dy, 
K 


并 且 也 作为 定义 , 这 就 是 积分 J Í w. 这 积分 的 值 是 F 中 的 一 个 元 素 . 
K 
我 们 要 提出 上 列 积分 的 几 个 性 质 , 但 不 作证 明 : 
(G) K 给 定 , 映射 w — | l ww 是 we WOU, F) 的 一 个 线性 映射 
K 
(ü) 如 果 K' 是 包含 在 K 内 的 带 边 界 的 紧 集 , 并 且 


(4.3.1) 


作为 定义 , 把 这 积分 记 作 


(suppw)NK c K' (4.3.2) 


S= ffe (4.3.3) 


suppw 表示 w = fdz A dy 的 支撑 集 , 即 映射 f 的 支撑 集 ; 它 是 U 中 的 一 个 闭 集 , 它 
与 的 交集 是 紧 集 . 因为 由 (4.3.1) 确定 的 映射 了 在 K 上 等 于 f, 在 K 以 外 等 于 
0, 所 以 显然 由 (4.3.2) 可 导出 (4.3.3).] 


那么 
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(iii) 积 


Ili f(z,y) dr A du 


可 以 接连 作 两 次 积分 算出 : 对 于 固定 的 y, 先 计 算 积 


[Teya 


ARID ESFE; 于 是 得 一 映射 g(y), 它 也 是 勒 贝 格 可 积 的 , 而 且 它 的 积分 


Jowa 等 于 JJ f(z, y)dz A du; 于 是 得 公式 


J| Fe y)dz A dy = fa ( [Tævan] ; 
|| Te y)dz ^ dy = fa ( Í Tena) ! 


f = zo + ucosô — vsin 0 = a(u, v), 


同样 可 得 


(iv) WR 
y = yo + usin + ucos0 = b(u, v) 
是 欧 几 里 得 直接 位 移 (由 一 个 旋转 及 一 个 平移 组 成 ), 我 们 有 
f | A AE f J aA EE TE N 
把 从 R? 到 R? 的 映射 
(u,v) =œ (a(u,u),b(u,u)) 


记 作 e, 并 且 把 紧 集 oK) 记 作 K', 上 列 关 系 式 可 写成 


凡人 ro 


(4.3.4) 


(4.3.5) 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


这 关系 式 只 是 以 后 要 证 明 的 “变量 代 换 ”公式 的 一 种 特殊 情形 , 我 们 注意 到 : 因为 雅 


可 比 行列 式 Ə(z, y) /Ə(u,u) = cos? 0 + sin? 0 = 1 (旋转 的 行列 式 ), 正好 有 


2 (dz A dy) = du A dv. 


只 要 承认 平面 的 面积 元 素 通 过 直接 位 移 不 变 , 性 质 (iv) 的 证 明 是 容易 得 到 的 . 
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4.4. 平面 上 的 斯 托 克 斯 定理 
这 定理 的 叙述 如 下 : 


定理 4.4.1. 设 K cR 是 一 个 带 边界 的 紧 集 , 并 且 设 o 是 开 集 U O K 内 的 
C1 类 微分 1 形式 , 它 在 F ( 巴 拿 赫 空间 ) 中 取 值 . 我 们 有 


这 里 线 积分 f w 是 沿 紧 集 K 的 定向 边界 取 的 (按照 42 段 末 所 约定 的 定向 方法 ). 
OK 
WAHAR (4.4.1): 按照 典范 写法 , RITA 
a = P(z,u)dz + Q(z, y)dy, 


Th P 及 Q 是 C1 类 映射 , 在 U 中 确定 、 在 F 中 取 值 . 再 者 ， 


_ [ðQ oP 
da= (Z - Z) dandy 


从 而 关系 式 (4.4.1) 可 写成 


9Q _ oP l 4.4.2 
Jf s] de Ad 人 Pas + Qd ( ) 


这 就 是 通常 所 谓 的 格林 - 黎 曼 公式 . 
在 下 面 4.5 段 中 要 分 几 步 作出 这 公式 的 证 明 . 在 此 之 前 , 要 确定 一 个 辅助 的 、 技 
术 性 的 概念 . 


EX. R R 是 平面 R? 上 一 个 矩形 (所 谓 EJ”, 指 的 不 仅 是 矩形 的 边界 , 而 
且 是 矩形 内 部 的 附 贴 集 ; 矩形 是 一 种 特殊 类 型 的 带 边 界 的 紧 集 ). 如 果 已 满足 下 列 条 
件 中 的 一 个 , 它 就 叫做 K 可 取 的 : 

(a) R 不 与 边界 OK 相交 ; 

(b) 交集 尺 站 (6K) 是 联接 R 的 两 相对 顶点 的 一 条 O 类 曲线 , 并 且 存 在 着 一 个 
旋转 , 把 R 变换 成 边 与 两 坐标 轴 相 平行 的 矩形 , 而 RAIK 含 在 由 


u= (z), HH z=%%() 


K 
SS SS” I 


所 确定 的 一 条 曲线 内 (w 及 p 是 C1 类 严格 增 函 数 , 互 为 反 函 数 ), 于 是 RNK 由 
y > p(z), HH: < (v) 
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所 确定 . 
上 列 定 义 可 由 下 列 命题 解释 : 


命题 4.4.2. 对 于 任何 点 (z0,yo), 除去 边界 OK 上 的 “ 角 点 ” 外 , 存在 着 一 个 
K TREH R, 把 (zo,yo) 包含 在 它 的 内 部 . 


WE. WR (zxo,yo) é OK, 这 是 明显 的 , 因为 (zo0,yo) 是 不 与 9K 相交 的 一 个 矩 
形 的 中 心 . 假定 (xo,yo) 是 边界 OK 的 一 个 正则 点 ; 在 这 点 , 曲线 OK 有 一 定向 切线 
(由 于 ƏK 是 定向 的 )， 可 作 一 直接 位 移 , 使 得 对 于 新 坐标 (x,y), 这 一 定向 切线 与 x 
轴 成 一 个 > 0, 并 且 < r/2 的 角 . 对 于 新 坐标 , 在 (zo0,yo) 的 邻 域内 , 9K 由 

y= p(z)， 且 由 z= vy(y) 


所 确定 , 这 里 y K y IRF C 类 , 并 且 w(zo) > 0, Y (yo) > 0; 如 果 在 9K E, (zo,vo) 
的 两 侧 取 充分 接近 的 两 点 (a,b) 及 (oa 0), 使 以 (a,b), (a, b’), (a',b) 及 (a', b0) 各 点 为 
顶点 的 矩形 R 满足 前 面 的 条 件 (b); 因此 R E: K 可 取 的 . 证 完 . 


Pn E 


(a,b) 


4.5. 定理 4.4.1 (斯 托 克 斯 定理 ) 的 证 明 

第 一 步 : 1 形式 a 的 支撑 集 包 含 在 一 个 K TRÆK R 中 情形 . 

总 可 假定 在 整个 平面 中 形式 a 确定 并 且 属 于 Cl 类 ; 否则 , TAE 4.3 段 开始 时 
那样 进行 . 由 重 积分 的 性 质 (iv) (4.3 段 ), 可 假定 R 的 边 与 坐标 轴 平 行 . 如 果 R 
与 边界 9K 相交 (情形 (a)), 形式 a 在 边界 OK 的 邻 域内 恒 等 于 零 , 从 而 积分 he 


是 零 . 还 要 证 明 我 们 也 有 f 人 da = 0, 这 样 就 证 明了 (4.4.1) 事实 上 , 要 证 明 两 个 关 


系 式 : 
—dz A dy = 0, f -—dzx A dy = 0. 
e Oz S K Oy á 


例如 证 明 第 一 个 关系 式 . 由 (4.3.3), 我 们 有 


JJ Pdrrdy= [f s puan: 
Kk Oz KAR Ox 


这 是 由 于 Q 的 支撑 集 包含 在 R 中 ; 包含 在 supp Q 中 的 9Q/68z 的 支撑 集 更 加 是 包 
RE RP. 由 (4.3.4), RITE 


b' “60 
Nr f aff Ra) 
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然而 由 于 Q 的 支撑 集 与 R 的 边界 不 相交 , 可 见 


| Raze,- QD- 
证 完 ， 
现 假定 K 可 取 矩 形 R (由 假设 , R 的 内 部 包含 a 的 系数 P 及 Q 的 支撑 集 ) 满 
足 44 段 中 的 条 件 (b). 与 前 面 一 样 , 可 以 假定 R 有 与 坐标 轴 平 行 的 边 . 要 证 明 下 列 
每 一 个 关系 式 : u 
JJ. Fr A dy = 8 Qdy, (4.5.1) 


-Jf S s Aay= | Pdz, (4.5.2) 
K Oy ok 


例如 证 明 第 一 个 关系 式 . 根据 对 Q 的 支撑 集 所 作假 设 , 只 须 证 明 


JJ 00 dy al Qdy. 
KNR T (K) NR 


由 (4.3.3), 并 且 用 (b) 中 的 记号 , 我 们 有 
b %() 8Q A 
JJ a na = J al) ewe). 
然而 Q 在 R 的 边界 上 是 零 , 于 是 得 


p(y) 
f Ris = Q) -Qay = QV) 


| sa: Riana- f ow Q(y(y), y)dy, 


并 且 上 式 右边 就 是 下 列 曲线 积分 的 值 : 


f Qdy 

(3k) N R 

[ 取 y 作为 从 。 增加 到 bw 的 参 变量 ]. (4.5.1) 得 证 . 

同样 ， 
. —dz A dy = 一 = dx ^ dy 
a' b oP 

=- Í ku 
= Í Poelojjar 


因此 
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并 且 上 列 最 后 一 积分 等 于 曲线 积分 


Pdz, 
(K) NR 


第 二 步 : 在 1 形式 a 的 支撑 集 不 含 边 界 OK 的 任何 角 点 (共有 有 限 个 ) 情形 , 要 
证 明 (4.4.1). 

总 可 假定 supp(a) 是 一 紧 集 (可 能 将 a 乘 以 一 个 Cee 类 数值 函数 , 这 函数 有 紧 
支撑 集 , 在 K 的 一 个 邻 域 中 等 于 1). 由 命题 4.4.2, 紧 supp(a) 的 每 点 在 一 个 K 可 
WEAR. 根据 紧 性 , 可 用 有 限 族 (Ui)ier 覆盖 supp(a), 这 里 每 个 开 集 U, 在 一 个 
K 可 取 和 矩形 内 部 . 这 些 U; 甚至 覆盖 supp(a) 的 一 个 紧邻 域 K', 由 定理 4.1.1, 在 K' 
上 存在 着 从 属于 覆盖 U, 的 一 种 单位 可 微分 解 (fi)ier. 显然 

am Y (fo). 
iE7 


然而 fia 的 文 撑 集 包含 在 一 个 可 取 和 矩形 的 内 部 . 因此 可 应 用 刚 在 “第 一 步 ” 中 证 明 


了 的 结果 , 我 们 有 
Jaa) = f to 


关于 指标 i e I 作 加 法 , 就 得 到 关系 式 (4.4.1). 

第 三 即 最 后 一 步 : 一 般 情 形 . 与 前 面 一 样 , 应 用 一 种 单位 的 微分 分 解 , 可 以 把 问 
题 化 到 在 a 的 支撑 和 集 只 含 边界 OK 的 一 个 角 点 情形 , 证 明 斯 托 克 斯 公式 (4.4.1). 设 
zo = (Zo,yo) 是 这 一 角 点 . 我 们 要 把 形式 a RUE zo 的 邻 域 中 为 零 的 一 个 数值 函 
数 , 使 得 把 问题 化 到 第 二 步 情形 . 确切 地 说 , 存在 着 一 个 Cee 类 函数 


v : R? 一 [0,1] 
具有 下 列 性 质 : 


v(z)=0 XF lill < 
v(z) =1 对 于 ljzl > 


(这 里 用 的 是 欧 几 里 得 范 数 ). 事实 上 , 这 是 从 系 4.1.2 可 立即 得 到 的 结果 . 对 于 每 个 
r>0, 令 

vr(z) =v (=) ; 
那么 1 形式 va 在 圆 盘 ||z — zo|| <r 之 外 与 a 相同 , 在 圆 盘 ||- zo|| < r /2 中 恒 等 


于 零 | 
由 第 二 步 中 所 已 证 明 的 结果 , 我 们 有 


J. : TE 1 be (4.5.3) 


1 
人 
1 
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如 果 我 们 证 明 
J a = lim Vra (4.5.4) 
OK 7 一 0 Jor 

及 
J da = lim d(u,o) (4.5.5) 

K 7 一 0 
从 (4.5.3) 出 发 取 极 限 ， 就 得 到 关系 式 (4.4.1)， 因 此 简单 地 还 只 要 证 明 (4.5.4) K 
(4.5.5). 
我 们 有 


f vrQ = J (u, P)dz + (v-Q)dy; 
OK ƏK 
在 每 点 (x,y) 天 (z0, y0), 显然 有 


| lim (z, u) P(z,u) = P(z,g), (4.5.6) 


lim v(x, y)Q(z, y) = Q(z, g), 


而 且 映射 lw P| 及 |v,Q| 不 超过 一 个 固定 的 数 . 于 是 勒 贝 格 ( J 号 下 取 极 限 ) 定理 表 
明 : 由 (4.5.6) 可 导出 (4.5.4). 根据 类 似 的 理由 , 我 们 有 


I da = lim I vr (da). 


d(vra) = (dvr) A a + vr (da). 


因此 如 果 我 们 证 明了 
lim ff Aa=0, (4.5.7) 
那么 关系 式 (4.5.5) 就 证 明了 . 我 们 有 


Ov Əu, 
— P 
Ox Ov 


(d) a = (° ) dz A dy. 


设 M Æ ||P(z,z)|| 及 |IQ(z,W) 在 五 上 的 一 个 上 界 , m, Æ l|3v/3xl 及 |3v-/3yl| 
EK 上 的 一 个 上 界 . 由 于 v 在 圆 盘 |z- zol| <r 外 是 常量 , 事实 上 我 们 有 


ðv. ðv, 
dv, ra= J ( T-P E) dæ Ady: 
a ) 1z 一 zollgr 2a Oy i 


由 于 半径 是 r 的 圆 盘 的 面积 是 xr?, 上 列 重 积分 的 范 数 不 超过 


M .mm (mr2). 
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余下 只 要 估计 m: 导出 映射 9v/6x 及 9v/8y 是 有 紧 支 撑 集 的 连续 映射 , 因此 存在 
着 m > 0, 使 得 我 们 有 : 在 任何 点 z e R2, 


Ov 


Oz 
由 于 vw.(z) = v((z — zo)/r), RITA 


vr 10v Dr 1lðv 
ðr r Oy  rõy’ 


< ov < 
< Tn, = | < m. 
Oy 


因此 可 以 取 


[Jf ene 


这 就 证 明了 (4.5.7). 定理 4.4.1 最 后 证 完 . 
4.6. 重 积 分 中 的 变量 代 换 


设 K 是 平面 R? 中 带 边界 的 紧 集 , 它 的 边界 9K 属于 分 段 C1 类 (参看 4.2 Et). 
设 ç 是 从 包含 K 的 一 个 开 集 U 到 一 个 开 集 U' c R2 上 的 C1 微分 同 胚 , 那么 
K' = p(K) 是 一 个 带 边界 的 紧 集 , 它 的 边界 属于 分 段 C1 类 : 由 定义 , 这 是 明显 的 . 

既然 p 是 C! 微分 同 胚 , 切线 性 映射 w(z) (对 于 z e U) 是 一 同 构 R? 一 R2; 因 
此 对 于 任何 z € U, 它 的 行列 式 2 0. 我 们 记得 这 行列 式 叫做 变换 y 的 雅 可 比 行列 


m 
T 


最 后 得 


<rMmr, 


Ə(z', y) 

O(z,Yy) 
这 里 y(x, y) 是 坐标 为 z K y 的 点 z 通过 o 变换 而 得 , 并 且 把 yle, y) 的 坐标 记 作 x 
及 y. 这 雅 可 比 列 行 式 的 符号 局 部 保持 不 变 ; 因此 如 果 U 是 连通 的 (为 了 简化 , 我 们 
此 后 这 样 假定 ), C! 微分 同 胚 y 的 雅 可 比 行列 式 有 不 变 的 符号 . 


EX. 如 有 果 雅 可 比 行列 式 y > 0, 就 说 p 保持 定向 ; 如 果 雅 可 比 行列 式 < 0, 就 
说 yp 改变 定向 . 


我 们 要 证 明 变 量 代 换 公式 : 
定理 4.6.1. 用 前 面 的 假设 和 记号 , 设 w 是 开 集 U' 内 的 C0 类 微分 2 形式 ; 那 


么 我 们 有 
Shao” š Jf ac (4.6.1) 


这 里 = = +1, 如 果 y 保持 定向 ; £ = —1, 如 果 o 改变 定向 . 
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现 前 明 关 系 式 (4.6.1): 按照 典范 写法 , 我 们 有 
w = f(x,y )dr A d, 
其 中 z K y EFE U! = (U) 中 一 点 的 坐标 ; f 在 V' 中 连续 . 于 是 


a(x’, y’) 
(z) 


其 中 zx/(zx,y),y (zx,y) 是 确定 C1 MAE ç 的 函数 . 考虑 到 (4.6.1) 中 e= +1 W, 
于 是 关系 式 (4.6.1) 可 写成 


a (wya ndy = |f ra (£,y), v(e) |E z 


这 就 是 必须 证 明 的 关系 式 . 
然而 由 定义 ， 


p* (w) = f(z (x,y) y (x,Y)) dz A dy, 


dz A dy. (4.6.2) 


Tat f(x y jdr A dy 


f(x’,y )dr A dy, 


这 里 f 表示 在 p(K) 上 等 于 f, 在 p(K) 以 外 等 于 0 的 映射 . f 的 支撑 集 包含 在 开 
Æ (U) A, 因而 映射 f o p 是 确定 的 (E U 内 等 于 f oy, 在 他 处 等 于 0). 要 证 明 的 
(4.6.2) 式 于 是 可 写成 


Jfr nw JST es 
积分 是 在 整个 平面 R ERK. 
因此 定理 4.6.1 只 是 下 列 定理 (在 它 的 叙述 中 , 我 们 写 出 f 来 代替 f) 的 一 种 特 
殊 情 形 : 


定理 4.6.2. 总 是 表示 从 一 开 集 U c R2 到 一 开 集 U' cR 上 的 一 个 C1 微 
TAE, i£ f 是 一 个 勒 贝 格 可 积 函 数 , 有 包含 在 U' 内 的 紧 支撑 集 . 那么 我 们 有 


fhrea- froe 


[9(zx',y)/9(z,y) 只 是 在 U 中 确定 这 一 事实 并 不 重要 , 因为 函数 Sop 的 支撑 集 包 含 
ÆU] 

证 . (a) 我 们 要 首先 证 明 : 4 f 属于 C1 类 , 并 且 o 是 从 一 个 开 集 U 到 一 个 开 
集 U' 上 的 C2 微分 同 胚 时 , (4.6.3) RZ, 这 里 U 包含 f 的 紧 支 撑 集 . 存在 着 带 边界 


等 于 在 整个 平面 上 的 积分 


dx ^ dy, 


da A dy. (4.6.3) 
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的 紧 集 K 包含 supp f, 并 且 被 包含 在 U 内 : 把 R 分 成 充分 小 的 方 格 (小 到 使 得 任 
何 与 supp f 相交 的 方 格 包含 在 U 内 ), 就 可 看 出 这 一 点 . 于 是 只 须 取 所 有 与 supp f 
相交 的 方 格 的 并 集 作 为 K'. 设 K = yp-1(K'); 我 们 有 


JJ. fav ndy = ff w, 其 中 w= fdz' A dy, 
,se p|% DE ery=e ff z 


于 是 要 证 明 的 关系 式 (4.6.3) 可 写成 (4.6.1) 形式 . 因此 我 们 要 在 w 属于 C1 类 , 而 且 
”是 C? 微分 同 胚 情形 下 , 证 明 (4.6.1). | 

既然 w 属于 C1 类 , do 存在 ; 既然 dw 是 三 次 的 , 并 且 R 有 2 维 , 我 们 又 有 
dw = 0. 于 是 可 对 w 应 用 上 让 加 菜 定 理 (定理 2.12.1), 这 是 因为 平面 关于 原点 是 星 
形 域 ; 因此 在 R? 中 存在 着 一 个 C1 类 微分 1 形式 a 使 得 da = o . 于 是 由 斯 托 克 斯 
定理 (定理 4.4.1), 我 们 有 


T n la 5 a a (4.6.4) 


然而 已 知 对 于 曲线 积分 的 变量 代 换 公式 (参看 3.3 段 ); 在 这 里 , 边界 yp(K) 是 边界 
ƏK 由 y 映射 出 的 像 ; 但 是 必须 注意 从 OK 到 9p( 天 ) 上 的 映射 p 是 保持 、 还 是 改 
变 这 两 边界 的 定向 . 如 果 yp : U 一 保持 定向 (这 就 是 说 , 如 果 y 的 雅 可 比 行列 
A > 0), 那么 ç 把 定向 边界 OK 变换 成 定向 边界 Əo(K); 相反 地 , 如 果 y 改变 定 
E, 那么 p 把 定向 边界 OK 变换 成 具有 反 向 的 边界 6y(K). 这 可 由 边界 9K 定向 的 


定义 导出 . 
Te di ef 让 ef ge" (dw); (4.6.5) 


由 此 得 
然而 因为 y 属于 C2 类 ,w*(w) 属于 C1 类 , 我 们 有 (定理 2.9.2) or(dw) = d (w)), 
因此 d(y*(w)) 有 意义 . 于 是 由 (4.6.5), 


| je | aw) 


骨 应 用 斯 托 克 斯 定理 , 就 得 到 


P: sih: 由 e" (e); (4.6.6) 


上 式 连同 (4.6.4) 给 出 了 要 证 明 的 关系 式 (4.6.1). 
(b) 我 们 刚 在 f 属于 C! 类 , 而 且 o 是 C2 微分 同 胚 这 一 特殊 情形 下 , 证 明 了 定 
JE 4.6.2. 性 急 的 读者 可 能 承认 在 更 一 般 的 假设 下 , 定理 正确 . 对 于 求知 欲 强 的 读者 ， 
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现 要 给 出 一 般 情形 的 证 明 . 为 此 , 我 们 要 用 4.1 段 中 确定 的 Cee 类 函数 X; 准确 地 说 
考虑 平面 R? 上 的 函数 A: 


1 2 2 
ee A s ; 1 
A(z, y) = ap (ri) Si 
0 对 于 z2 +y? l. 


对 于 每 个 + > 0, 设 A (x,y) = 和 A(z/7,y/7) 是 支撑 集 包含 在 圆 盘 xz? +y2 <r? 中 的 函 


JJ EE ku esa 

令 cv = nr. 对 于 可 积 并 且 有 紧 支 撑 集 的 任何 映射 上 我 们 要 用 卷 积 p, < f: 这 是 由 

rr G.) = | Fæ- uy virlus du A do 
确定 的 映射 是 有 紧 支 撑 集 的 可 积 映射 ,是 f 经 过 一 些 平移 后 的 平均 值 , 这 些 平移 
(u,v) WE. u? + 02 < rè. 因此 如 果 r 较 小 , mr x 在 一 种 确切 的 意义 下 与 f 邻近: Bl 
如 , 如 果 /连续 (从 而 一 致 连续 ), 那么 当 + 趋 近 于 0 时 , ux f -KAF f. ER 
贝 格 积分 论 中 , 我 们 证 明 在 空间 L 中 范 数 的 意义 下 , jw * f KAF 广 这 就 是 说 

JJ e.) = G * Des)lar Aday 

随 着 + 趋 近 于 0; 由 此 得 

JJ Fender ay = iy | Í x Pæ ujde A ay. (4.6.7) 
另 一 方面 , 如 同 函数 u 映射 n, < f 属于 Cw 类 ; 事实 上 , 我 们 也 有 

(mx as) = |f ule- uy fev) du A do, 
并 且 积分 号 下 微分 法 (在 勒 贝 格 积分 论 中 ) 表明 p * 有 导出 映射 

(ur * f) = m, * f; 


换 句 话说 ， 
jir 
二 Ox * f. 
我 们 能 继续 下 去 , 并 且 求 得 jv * f 的 逐 阶 导出 映射 . 
我 们 也 要 用 卷 积 u * y, 它 是 一 个 C> 类 映射 ; 如 果 它 不 是 确定 在 整个 开 集 U 
内 , 至 少 在 开 集 U, 内 , 而 U, 是 由 满足 下 列 条 件 的 点 (x,y) 组 成 的 : 心 为 (z,y) 、 半 
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径 为 r 的 闭 圆 盘 包 含 在 U 内 . 在 U, 内 , 映射 n, * y: U, > R? 属于 O” 类 , 并 且 特 
别 属 于 C? 类 . 易于 证 明 


Ə Op 
az r * p) = Hr * a 
ð _ Op 
EA * p) = Hr * By 


因此 映射 w * yp = pr 以 及 它 的 偏 导出 映射 分 别 一 致 收敛 于 yp,6yp/8z 及 Bp/By. 由 
此 可 得 , 在 包含 在 U 内 的 任何 紧 集 上 , 对 于 充分 小 的 7, pr 是 确定 的 , 并 且 属 于 Cl 
类 , 而 在 这 紧 集 中 任何 点 , pr 的 雅 可 比 行列 式 有 ”的 雅 可 比 行列 式 的 符号 . 用 略为 
巧妙 一 点 的 推理 可 以 证 明 : 包含 在 U 内 的 任何 紧 集 有 一 开 邻 域 V Cc U, 使 得 (对 于 
充分 小 的 r)e, 是 从 V 到 它 的 像 er(Y) 上 的 一 个 C2 微分 同 胚 , 并 且 e, (V) 包含 映 
B Ar f 的 支撑 集 . 因此 对 于 充分 小 的 r, 能 应 用 已 证 明 的 (a) 部 分 , 得 : 


(kapat ra= f I (ur * f) o prl J(pr)ldE A dy, (4.6.8) 


其 中 J(w,) 表示 变换 o, 的 雅 可 比 行列 式 . 最 后 , 应 用 关于 f f 下 取 极 限 的 勒 贝 格 
定理 : 这 里 不 作出 详细 论证 . 于 是 当 + 趋 近 于 0 时 , (4.6.8) 的 左边 趋 近 于 (4.6.3) 的 
左边 , 并 且 (4.6.8) 的 右边 趋 近 于 (4.6.3) 的 右边 . 这 就 证 明了 (4.6.3). 证 完 . 


4.7. 空间 R 中 的 流 形 


命题 4.7.1， 设 已 给 两 整数 上 > 1 K p >1. 设 已 给 一 个 子 集 M c Rn 及 坐标 
为 a,- ,an 的 一 点 a € M, 下 列 三 性 质 是 等 价 的 : 

(i) 存在 着 a 的 一 个 开 邻 域 V 及 从 V 到 开 集 W cR” 上 的 一 个 Ck 微分 同 胚 
f. 使 得 f(a) = 0, 并 且 (MAV) 是 W 与 由 方程 w+ = 0,… ,yn = 0 所 确定 的 p 
维 平面 的 交集 (把 W 中 一 点 的 坐标 记 作 yi); 

(ü) 在 把 周围 空间 R (D M) 中 的 坐标 z1,… ,zn 适当 排列 后 , 在 点 (a1, ,ap) 
的 一 个 邻 域 内 , 存在 着 n 一 p 个 C* 类 数值 函数 pp+li(zl pzp)，… ,pn(z1 ,Zp), 
使 得 pi(a ,ap) = ailp +1 < í < n), 并 且 a 的 一 个 充分 小 的 邻 域 V 中 的 点 M, 
正好 是 坐标 zl ,zx 满足 下 列 关 系 式 的 点 : 


Ti 一 pi(Z1 2Zp) 对 于 p+l&ign; 
Gii) 存在 着 a 的 一 个 开 邻 域 V 在 R" 内 ,0O 的 一 个 开 邻 域 Q 在 R? 内 , 以 及 从 
9 到 MAV 的 一 个 同 豚 g, 使 得 9( 看 作 在 有 "中 取 值 的 映射 ) 属于 C* 类 , g(0) = a, 
并 且 g'(0) e Z(R?; Rn) 有 秩 p. 
证 . 首先 说 明 一 个 名 词 问题 : 当 一 个 映射 9 : Q R 属于 C1 类 , 并 且 使 得 对 
FA te Q,g(t) e (RP; Rn) 有 秩 p 时 , 简单 地 说 , g 在 点 t+ 有 秩 p. 因此 性 质 Gii) 
说 , g 在 原点 O 有 秩 p. 
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另 一 方面 , 这 里 对 (ii) 中 间 题 作 一 说 明 : 设 t= (i... t) 是 Q 中 一 点 ; 由 假 
设 , 点 g(t) = gti,- ,tp) 的 坐标 z1,… ,zn 是 C*(k > 1) 类 函数 g1, ,gn, 并 且 由 
假设 , 对 于 二 =.… = t, = 0, 矩阵 


的 秩 是 p. 由 连续 性 , WR t 属于 O 的 一 个 开 邻 域 V c Q), 矩阵 的 秩 仍 然 是 p. 
因此 必要 时 用 Y 代替 9, 在 Gi) 的 叙述 中 可 假定 对 于 任何 te Q. g (t) e 2Z(RP, R") 
的 秩 是 p. 如 果 是 这 样 , 可 以 说 在 a 的 邻 域内 , g 是 M 的 一 种 (Ck 类 ) 参 变量 表示 . 

现在 来 证 明 命 题 4.7.1. 先 证 明 由 (ii) 可 导出 Gi): 假定 Gü) 是 正确 的 , 可 对 坐 
ËR z1,.… ,zn 作 一 种 排列 , 使 得 方 阵 


> ç 
col ° 
Sle 
— 
D 
— 
` 
== 
人 人 
人 人 人 
ko] 


2 
了 入 了 


有 p 秩 . 由 局 部 反 演 定理 (上 编 《微分 学 》, 第 一 章 , 4.6 Ez), 变换 
Ti = gilti, tg ,tp)(1 < 2 < p) (4.7.1) 


是 从 O 的 一 个 开 邻 域 Q' 到 点 (a1,… ,ap) € R 的 一 个 开 邻 域 上 的 一 个 C* 微分 同 
BE. iX 

ti = hi(z1,..: , £p) 
是 逆 变 换 . 必要 时 用 VRE Q, 并 且 用 开 集 V RE V, 使 得 gQ ga MAV’, 我 们 
看 出 MAV 中 的 点 是 (z1,… ,xn) E V, 且 满 足下 列 各 式 : 


Tp+1 = gp+1 (hı (£1, a , hp(£1, +: , Zp))， 


Tn = gn(hı (£1, ,Tp),* , hp(£1, , Tp))- 


上 列 各 式 右边 是 CE 类 函数 pp41(z1,… ,zp),… ,pn(z1,… ,zp), 这 样 就 证 明了 性 质 
(ii). 
现 证 明 由 (ü) 可 导出 (i). 假定 (Gü) 是 正确 的 , S 
E l XFT 1 <; < p, 


(4.7.2) 


这 变换 是 从 a 在 R" 中 的 一 个 开 邻 域 V 到 O 在 R" 中 一 个 邻 域 W 上 的 C* 微分 同 
J, 它 的 逆 微 分 同 且 是 


Ti = Yi + ai 对 于 1< ií < p. 
zj = Yj + pilyı jar. gO +a, XF p+1 < j<n. 
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C: 微分 同 豚 (4.7.2) 显然 把 MAV 映射 到 y < W 中 满足 下 列 条 件 各 点 所 构成 的 
集 上 : 


Yp+1 = 0,.… ,Yn =Q. 


因此 性 质 (i) RZ. 

最 后 要 证 明 由 (i i) 可 导出 (ii): 假定 ( 是 正确 的 , i h: W — V Æ f 8939: CE 微 
分 同 胚 . W 5 yp = 0,… ,yn = 0 的 交集 与 售 原 点 O e RP 的 一 个 开 集 Q(c RP) (Al 
标 yi1,.… ,yp) 重合 ; h 在 Q 的 限制 9 是 一 个 Ck 类 映射 , 它 的 像 正 好 是 MAV. 我 们 
有 9(0) = a; 至 于 线性 映射 g'(0) € 2Z(R>; R”), 它 是 线性 映射 (0) e —Z(R"n; R”) 在 由 
yp+1 = 0,"… ,yn = 0 所 确定 的 子 向 量 空间 中 的 限制 . 既然 (0) 是 一 同 构 R" 一 R”, 
它 在 子 空间 RP 的 限制 有 秩 p, 从 而 g'(0) 有 秩 p. 于 是 条 件 (iii) 成 立 . 

命题 4.7.1 证 完 . 


EX. 当 一 个 子 集 M c Rn 及 一 个 点 ae M 满足 命题 4.7.1 中 三 个 (等 价 ) 条 
件 之 一 时 , 就 说 在 a 的 邻 域内 ，M 是 一 个 p 维 及 Ck 类 的 流 形 . 我 们 注意 到 必须 有 
p < n. 

EX. 设 有 子 集 M c R"; 如 果 对 于 任何 点 ac M, 在 a 的 一 个 邻 域内 ，M 是 
— p 维 及 O: 类 流 形 , 就 说 M 是 一 个 p 维 及 Ck 类 流 形 . 

对 于 p= 1, 往往 说 M 是 Ck 类 曲线 . 对 于 p = 2, 往往 说 M 是 Ck 类 曲面 . 例 
如 (n = 3,p = 2) 要 使 得 M c R3 在 一 点 ae M 的 邻 域内 是 一 Ck 类 曲面 , 必须 而 

且 只 须 它 具有 下 列 两 (等 价 ) 性 质 中 的 一 个 性 质 : 

(ü) 必要 时 对 坐标 zx1, £2,£3 作 一 排列 , 在 a = (a1,a2z,a3) 的 邻 域 内 , M 由 下 列 

方程 确定 : 


T3 = p(T1, T2), 
其 中 y 在 (a1,a2) 的 邻 域内 属于 Ck 类, 而 且 @(ai,a2) = as; r 
(iii) Æ a 的 邻 域内 , M 有 一 个 C 类 参 变量 表示 : 
Ti = gi(tı, t2), 1 < i < 3, g; (0, 0) = li, 
对 于 与 (0.0) 邻近 的 (ti, t2), 在 三 个 行列 式 


D(92,93)  Ə(93,9ı) Ə(g1,92) 
Altta) Att? Ot, tz) 


中 , 至 少 有 一 个 Z 0. 

现 回 到 一 般 情 形 (p 及 n 是 任意 的 ). 对 于 p 维 及 C* 类 流 形 M 在 一 点 a € M 
的 邻 域内 , 性 质 Gii 把 我 们 引 向 (C* 类 ) 参 变量 表示 ç 的 概念 . 另 一 方面 , 考虑 性 质 
(i) 中 Ck ADRE f. 复合 映射 f og 是 在 R 中 O 的 邻 域内 确定 的 , 它 把 这 邻 域 双 
射 到 p 维 平面 yp = 0,… ,yn = 0 P O 的 邻 域 . 点 (F og)() 的 坐标 y1, ,yy 是 
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参 变量 h, ,ty 的 Ck 类 函数 , HERDAR: 这 变换 的 雅 可 比 行列 式 在 原点 的 邻 
域内 Z 0. 这 变换 是 一 个 Ok 微分 同 胚 . 

考虑 另 一 (CF 类 ) 参 变量 表示 h: 把 u, ,wp 叫做 参 变量 (与 O 邻近 ); foh 
确定 Yy ,yp 作为 妇 ,wp 的 C* 类 函数 , 而 且 雅 可 比 行列 式 2 0. 由 此 推出 到 
(在 O 的 邻 域内 ) 是 由 一 个 C* 微分 同 胚 


ti = Mhu, up) (1 << p) 


及 参 变 量 表示 g 复合 而 成 . 换 句 话说 , 如 果 M 在 a 的 领域 内 有 两 个 (C* 类 ) 参 变量 
表示 , 那么 通过 关于 参 变 量 的 CE 微分 同 胚 , 可 从 其 中 一 个 转 到 另 一 个 . 


命题 4.7.2， 设 g 是 流 形 M 在 a 的 邻 域 中 的 (Cr 类 ) 参 变量 表示 ; 总 是 假定 

g(0) = a. 线性 映射 
g'(0) : RP 一 R” 

的 像 是 一 个 p 维 子 向 量 空间 ; 它 与 参 变 量 表示 的 选取 无 关 . 我 们 把 它 叫做 (p 维 ) 流 
JÉ M 在 点 ae M 的 切 向 量 空间 , 记 作 T, (M). 

证 .如果 h 是 男 一 参 变量 表示 , RITA h = go X, 其 中 入 是 参 变 量 空间 之 间 的 
一 个 C* 微分 同 胚 . 因此 有 

h'(0) = g'(0) o X (0), 

而 且 既 然 (0) 是 一 线性 同 构 RP 一 R”, 线性 映射 g (0) 及 (0) 有 相同 的 像 . 证 完 . 

f]. 在 R 中 , 考虑 曲面 


T3 = @(z1, x2), 


其 中 p 在 (0,0) 的 邻 域 中 属于 CE 类 , 而 且 e(0,0) = 0. 可 取 z, 及 za 作为 曲面 的 参 
变量 : 
Z1 一 2Z1， Z2= 22, T3 = (T1, T2). 
导出 映射 的 矩阵 是 Š 
p 
1 0 (0,0) 
Op i 
v0 (09) 


并 且 这 一 映射 的 像 是 由 下 列 方程 所 确定 的 平面 : 


SR 2 
T3 = ðr (0,0) “Xl 十 Ba 0 0) T2. 


现 设 U 是 Rn 中 的 一 个 开 集 , M 是 U 中 的 一 个 p HE (及 Ok 类 ) 的 流 形 , 并 且 w 
是 U 中 的 一 个 q 次 微分 形式 , 映射 wla E E) 是 对 于 ze U K i, , & € R" 
确定 的 . 我 们 特别 关心 它 对 于 


TEM Ka, € ET(M) ( 切 空间 ) (4.7.3) 
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的 值 . 如 果 只 要 zx,&1,… ,名 满足 (4.7.3): 就 有 wr é, Ep) = 0, 我 们 说 w 在 流 
形 M 上 引出 零 . 如 果 在 M 中 一 点 a 的 邻 域内 , f 是 M 的 局 部 参 变 量 表示 , 那么 在 
参 变量 ti, ,ty 的 空间 中 , “变量 代 换 ”使 f 确定 一 个 g 形式 f*(w) ( 见 4.11 Ez, 第 
240 页 ); 要 使 得 上 a 的 邻 域 中 , w 在 M 上 引出 零 , 必须 而 且 只 须 形 式 f*(w) 恒 等 于 
£. [这 是 一 个 容易 的 习题 , 留 给 读者 作 解 .] 


4.8. 流 形 的 定向 


É M c R”, 并 且 假 定 在 a(€ M) 的 邻 域内 , M 是 p 维 及 C* 类 流 形 (k > 1). 
设 在 a 的 邻 域内 , 有 M 的 两 个 参 变量 表示 gı 及 g2; 作为 定义 如 果 变 ; 量 代 换 由 一 A 
雅 可 比 行列 式 > 0 的 C* 微分 同 胚 确定 , 那么 就 说 g1 及 gz (在 a 的 邻 域内 ) 确定 了 
M 的 同一 定向 ; 如 果 相 反 地 , 变量 代 换 由 一 个 雅 可 比 行列 式 < 0 的 C* A 
定 , 就 说 两 个 参 变 量 表示 确定 了 M 的 不 同 定向 . 因此 我 们 把 M (在 a 的 邻 域内 ) 的 
所 有 局 部 参 变量 表示 分 成 两 类 ; 作为 定义 , 其 中 每 个 表示 确定 M 在 a 的 邻 域内 的 一 
个 定向 . 

注意 如 果 9 是 一 种 参 变量 表示 , 线性 映射 的 像 g'(0) 是 切 空间 Tu(A); WRES 
变量 1,… ,如 的 空间 中 取 正 标 架 (p 个 向 量 74,… , 的 次 序 使 其 行列 式 > 0), E 
标 架 通过 线性 映射 g'(0) 的 像 是 切 空间 T, (M) 的 一 个 基 也 叫做 空间 7T,(M) 中 的 一 
个 标 架 . 我 们 看 出 M 在 a 的 邻 域 中 的 定向 是 由 向 量 空间 T (M) 中 标 架 的 选取 确定 
的 . 两 个 标 架 确定 同一 定向 必须 而 且 只 须 T. (M) 中 把 一 个 标 染 变换 成 男 一 标 染 的 
线性 变换 有 行列 式 > 0. 

已 给 R” 中 一 流 形 M (p 维 , C* 类 ), 可 用 开 集 V, (空间 M 中 的 开 集 ) 的 覆盖 拓 
扑 空间 M; 对 于 每 个 V, 存在 着 一 个 像 是 V, 的 参 变量 表示 : 


fi: Qi — Vi. 


fi 的 选取 使 M 在 V; 所 有 点 定向 . 如 果 对 于 任何 一 对 (i,7), 所 及 ;在 Vi 门 VW 中 每 
点 确定 M 的 同一 定向 , 那么 就 说 这 些 fi 确定 M 的 一 个 定向 . 

如 果 可 找到 一 些 局 部 参 变 量 表示 f, 确定 M 的 一 个 定向 (如 上 所 述 ), 就 说 M 
是 可 定向 的 . 一 个 流 形 M, 即 令 是 连通 的 , 并 不 总 是 可 定向 的 : “ 默 比 乌 斯 带 ” 提供 了 
不 可 定向 曲面 的 一 个 例子 . 


下 面 将 举 出 可 定向 流 形 的 实例 . 
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4.9. 微分 2 形式 在 C1 类 2 维 定向 紧 流 形 上 的 积 


设 M c R" 是 一 个 2 维 、C1 类 流 形 . 假定 M 是 紧 的 , 并 且 假 定 在 M 上 已 给 出 
一 个 定向 . 设 we QPU, F) 是 在 M 的 一 个 开 邻 域 内 的 一 个 C9 类 、 二 次 微分 形 
式 . 我 们 要 给 出 下 列 积分 的 定义 : 


Jf wer 


我 们 从 一 种 特殊 情形 开始 : M 门 (supp w) (M 5 w 的 支撑 集 的 交集 ) 包含 在 一 个 
连通 开 集 V c M 内 ( 指 的 是 拓扑 空间 M 中 的 开 集 ); 对 于 V, 有 C1 类 的 参 变量 
表示 | 

e: Q — V, 
这 里 Q 是 R? (坐标 t 及 t) 中 的 连通 开 集 . 选取 这 种 参 变量 表示 要 与 M 上 的 已 给 


定向 协调 . 注意 suppw 门 M 是 包含 在 V 内 的 一 个 紧 集 ; 因此 po-I(suppw 门 M) 是 一 
个 紧 集 CQ . 考虑 Q 中 的 微分 形式 p*(w). 它 可 写成 


f (ta, tə)dti A dtz, 


其 中 f 在 Q 中 连续 , 并 且 有 紧 支撑 集 . 作为 定义 , S 


J. v= fJ (tot) ndo = | p(w). (4.9.1) 


为 了 说 明 这 一 定义 合理 , 必须 证 明 f 1 u) 与 参 变量 表示 2 的 选取 无 关 . 
设 开 集 V 的 另 一 参 变量 表示 是 


y: — V! 
这 里 V' cM, 而 M 包含 紧 集 M msuppw). iZ 
=YnyY，n =e (V) CQ, M = n) c Q. 


既然 p*(w) 的 支撑 集 包 含 在 Q, 内 , 我 们 有 


JI, KES J A P (4.9.2) 
Je) = J - P'e) (4.9.3) 


然而 在 Q1 内 , RTA y= poA, 其 中 入 是 O! 微分 同 胚 Qi — Q,, 它 保持 定向 不 变 
( 即 相 应 的 雅 可 比 行列 式 > 0). 由 此 得 


0" (w) = À" (@" (w)); 


我 们 同样 有 
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因此 由 重 积分 的 变量 代 换 定理 (4.6 段 ), 我 们 有 


Ih Y" (o) = JI Z" (o), 


H (4.9.2) 及 (4.9.3), 这 就 是 说 ， 
ff e= ff eo 
因此 定义 (4.9.1) 是 合理 的 . 


如 果 有 两 个 形式 wi 及 wz, M N(suppwi) 及 M 门 (supp w2) 包含 在 同一 个 连通 开 
# V c M A, 而 且 对 于 V, 存在 着 一 个 C1 类 参 变量 表示 , 那么 我 们 显然 有 


Nr ffas hh 


这 一 说 明 使 我 们 能 在 不 对 w 的 支撑 集 加 上 限制 性 的 假设 情形 下 ， 作 出 1 fe 的 
定义 . 

现 考虑 一 般 情 形 : M 是 紧 集 , 可 用 有 限 个 (周围 空间 R 中 的 ) 开 集 U, AXE, 
并 使 每 个 V, = MNU: 有 一 参 变量 表示 . 于 是 存在 着 M 的 一 个 紧邻 域 K, 它 也 被 这 
些 U, 所 覆盖 . 由 定理 4.1.1, 在 K E, 从 属于 覆盖 (U), 存在 着 一 个 单位 分 解 ( f,); 因 
此 我 们 有 

supp fi C Ui, 
(Sie 对 于 ze K. 


从 而 在 M 的 邻 域 中 , 形式 w 是 形式 
wi = fiw 


的 和 . 然而 M 门 supp(wi) c MAU: = V,; 因此 每 个 wi 满足 上 面 研 究 过 的 “特殊 情 
JÉ” 中 的 假设 . 于 是 积分 | f u 已 有 定义 . 作为 定义 , 令 
M 


| L: ` I. a) z h fw) (4.9.4) 


如 果 证 明了 (4.9.4) 中 最 后 一 项 的 值 与 分 解 (f,) 的 选取 无 关 , 上 述 定义 就 是 合理 的 . 假 
定 有 另 一 分 解 (9;) 从 属于 覆盖 (U7); 设 ETEY i 的 (有 限 ) 集 , 并 且 设 J 是 指标 7 的 
(AR) 集 . 对 于 固定 的 i, 当 z 在 M 的 适当 邻 域 中 时 , 我 们 有 f(x) = Y ` f,(z)g; (a); 


jE€J 
因此 微分 形式 fiw 在 M 的 邻 域 中 等 于 和 式 


>` figjw. 


jeJ 
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这 些 形 式 的 所 有 支撑 集 与 M 的 交集 c Vi; 因此 我 们 有 (参看 特殊 情形 ) 


[t-g hor 


关于 i 求 和 , 就 得 到 jeJ 
> Jh fiw = 2, I figjw. 
同样 可 求 得 
`. gjw = p figjw- 
比较 上 两 式 , 就 得 到 
> fiw =D Jj 


证 完 . 
于 是 我 们 作出 了 积分 J f w 的 定义 ; 这 显然 是 w 的 一 个 线性 映射 
M 


推广 ， 考虑 一 个 2 维 定向 流 形 ; 我 们 要 在 其 中 “一 个 带 边界 的 紧 集 ”上 积分 . 现 
作 确 切 说 明 : 又 设 M c R" 是 一 个 C1 类 2 维 定向 流 形 . 如 果 K 是 包含 在 M 中 的 
紧 集 , 把 K 在 M 中 的 边界 记 作 ƏK (注意 : 涉及 的 不 是 K 在 R" 中 的 边界 ; 如 果 
n > 2, K 在 及 "中 的 边界 就 是 K). 


定义 ， 如 果 紧 集 K c M 满足 下 列 两 条 件 , 就 叫做 C1 类 带 边界 的 紧 集 : 

(a) ƏK 是 R" 中 的 分 段 C1 类 曲线 (当然 这 曲线 包含 在 M 内 ; 它 有 有 限 个 、 可 
能 零 个 角 点 ) 

(b) 任何 非 角 点 ae ƏK 有 在 M 中 的 一 个 开 邻 域 V. 使 得 VNK) 有 两 个 连 
通 的 分 支 : 一 个 由 VANK 中 的 点 组 成 , 另 一 个 由 V 中 所 含 K 的 内 点 组 成 

总 之 , 这 定义 完全 与 当 M 是 平面 R? 时 已 给 的 定义 相似 (参看 4.2 Et). 如 同 
M =R? 情形 中 一 样 , 我 们 把 M 的 已 给 定向 与 边界 OK 上 Cl 类 弧 的 定向 联系 起 来 : 
在 每 一 非 角 点 a c ƏK, 取 一 种 标 架 (在 切 平面 T, (M) 内 ), 它 的 第 一 个 向 量 与 9K 
相 切 (指向 ƏK 定向 的 方向 ), 第 二 个 向 量 指向 K 的 内 部 的 一 边 ; 这 就 是 对 于 切 平面 
T,(M) 定向 的 正 标 架 . 

如 果 w 是 K 的 邻 域内 的 微分 2 形式 , 与 前 面 一 样 , 我 们 用 单位 分 解 作出 f : 7 
的 定义 . 

指出 这 一 点 后 , 斯 托 克 斯 定理 (定理 4.4.1) 可 推广 如 下 : 

定理 4.9.1. 如果 在 2 维 (C1 类 ) 定向 流 形 M 中 ,到 是 带 C1 类 边界 的 一 个 紧 
£, 并 且 如 果 a 是 K 的 邻 域 中 的 一 个 C1 类 微分 1 形式 , 那么 我 们 有 


由 da = 人 G, (4.9.5) 
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[其 中 ƏK 的 定向 按照 上 面 解释 约定 ]. 


PEB pk. 应 用 单位 分 解 , 可 以 把 问题 化 成 在 下 列 情 形 证 明 (4.9.5): a 的 支撑 
集 与 K 的 交集 是 包含 在 开 集 V c M 中 的 一 个 紧 集 , 而 在 V 内 有 一 参 变量 表示 
2: Q — V. 于 是 (4.9.5) 的 两 边 分 别 等 于 


s" p*(da) 及 K 


我 们 还 有 yp*(da) = de" (a) [实际 上 , WR y 不 属于 0? 类 , 还 有 一 点 小 困难 , 但 我 们 
放下 这 一 点 ]. S p*(a) = 8 (Q 中 有 紧 支 撑 集 的 微分 形式 ), 问题 化 成 证 明 


f f pa f B, 
p71(K) Ə(e-1(K)) 


这 “几乎 ”就 是 斯 托 克 斯 公式 :“ 几 乎 ”, 因为 p-1(K) 不 是 紧 集 ; 但 因 6 有 紧 支撑 集 ， 
这 一 困难 可 以 解决 . | 


B. JZ n = 3, 并 且 把 周围 空间 R3 中 的 坐标 叫做 z,y,z. 设 M 是 R3 中 一 
个 曲面 , 假定 它 是 定向 的 , 并 且 设 K 是 包含 在 M 内 的 一 个 带 边界 的 紧 集 ， 如 果 
a = Pdz + Qdy + Rdz (其 中 P, Q, R Æ K 的 邻 域 中 是 zx,y,z 的 01 类 函数 ), 那么 我 
们 有 关系 式 (4.9.5), 在 这 里 可 写成 


oR _ OQ OP ƏR 
Jf ( 完 e)na (22-2) 


= f Pdz + Qdy + Rdz. 
OK 


4.10. n 重 积 分 


我 们 限于 简 述 n 重 积 分 理论 . 在 平面 R rh, 我 们 考虑 过 的 紧 集 K 有 分 段 Cl 
类 的 “边界 "; 如 果 假 定 OK 没有 角 点 , MAP C1 类 边界 的 紧 集 概念 . 我 们 要 推广 
到 ” 维 的 正 是 这 种 概念 , 避免 了 “ 角 ” 点 出 现 的 可 能 性 , 因为 否则 理论 的 叙述 就 太 复 
KI: 


EX. ER 中 , 满足 下 列 两 条 件 的 紧 集 K 叫做 带 C1 类 边界 的 紧 集 : 

(a) 它 的 边界 点 集 8K 是 一 个 n — 1 维 的 ( 紧 ) 流 形 ; 

(b) 如 果 a € 6K, 存在 着 一 个 从 a 的 一 个 开 邻 域 V 到 一 个 开 球 B 上 的 C1 微 
分 同 胚 y, 使 得 pla) = 0, 使 得 pg(K Y V) 是 B 中 第 一 个 坐标 z, < 0 的 点 组 成 的 集 ， 
HEHE (3K) NV) 是 B P xz, = 0 的 点 组 成 的 集 . 

对 于 n = 2, 这 定义 恰好 等 价 于 已 给 定义 . 

我 们 确定 n- 1 维 流 形 OK 的 定向 如 下 : 对 于 每 点 a € ƏK, 选取 一 个 标 架 
(el,… ,en) (周围 空间 R” 的 基 ), 使 得 : 
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G) 这 标 架 是 正 的 ( 它 的 行列 式 > 0); 

(ii) e, 指向 K 的 外 部 一 边 , 而 e2,… ,en 与 ƏK 3813. 
于 是 (ez,…… ,en) 是 切 空 间 T,(8K) 的 一 个 基 , 并 为 这 空间 定向 , 这 样 得 到 的 TI (OK) 
的 定向 与 所 作 选 取 无 关 . 我 们 看 到 , 如 果 选 取 条 件 (b) 中 的 微分 同 胚 o 使 得 它 的 雅 
可 比 行列 式 > 0, 它 引 导出 从 子 空间 zi = 0 (由 坐标 x2,… ,zn 的 次 序 定 向 ) 到 
(OK)NV 上 的 一 个 C1 微分 同 胚 , 并 给 出 9K 在 a 的 邻 域 中 的 定向 

注意 由 此 可 见 , 带 边 界 的 紧 集 的 边界 总 是 一 个 可 定向 的 流 形 . 

习题 ， 证 明 对 于 n = 2, 这 里 给 出 的 关于 9K 的 定向 的 定义 与 4.2 段 中 所 给 出 
的 定义 相符 合 . T 

现在 要 写 出 n 重 积 分 : 我 们 简单 地 写 出 J , 而 不 是 接连 写 出 n 个 符号 J . 设 
w ERE K 的 邻 域 中 的 C 类 微分 n 形式 , 我 们 有 

w = f (£1, ZnjadazlA -+ A dEn 
这 里 f 在 K 的 邻 域 中 连续 . 如 同 对 n = 2 一 样 , 作为 定义 , S 
(n) (n) 
T w = ~ Fan: -+ ,En)d£1 A+ Adan, 


这 里 f 表示 在 K 上 等 于 f, Re K 外 等 于 0 的 映射 . 这 是 一 个 勒 贝 格 可 积 映 射 , 而 且 
WR K 是 带 边界 的 紧 集 , 它 甚 至 也 是 黎 曼 可 积 的 . 这 积分 具有 一 些 经 典 的 性 质 , 这 
些 性 质 可 叙述 为 与 4.3 段 中 的 (i), Gi), Gii), (iv) 类 似 的 性 质 . 下 面 是 有 关 理 论 中 的 
两 个 基本 定理 : 


定理 I (ZERA) 如 果 yp 是 从 的 一 个 连通 开 邻 域 U #|— JF U' c R" 
上 的 一 个 C1 微分 同 胚 , 并 且 如 果 w 是 U! 内 一 个 00 类 微分 n 形式 , 我 们 有 


这 里 如 果 p 保持 定向 ( 雅 可 比 行列 式 > 0),e = +1; 否则 < = 一 1. 


如 果 证 明了 这 定理 , 当 我 们 在 空间 RP 内 (p > n) 有 一 个 C1 XR., n 维 的 定向 紧 
流 形 M, 并 且 在 M 的 邻 域内 有 一 个 n ÉR w 时 , 就 可 作出 下 列 积分 的 定义 : 


(n) 
J 
M 


事实 上 , 如 同 在 4.9 段 , 我 们 用 一 种 单位 分 解 ; 我 们 注意 到 : 当 w 的 支撑 集 与 M 相 
交 所 成 的 紧 集 包含 在 V c M 内 , 而 对 V 有 参 变量 表示 时 , 由 这 种 参 变量 表示 定义 


的 积分 
M 


与 参 变量 表示 的 选取 无 关 (这 里 要 用 到 定理 L). 


定理 I, (HALMAR) AKAR PO 类 带 边 界 的 紧 集 ,并且 设 a 是 K 
的 邻 域内 的 Cl 类 微分 (n 一 1) 形式 ， 只 要 有 如 同上 面 解释 过 的 OK 的 定向 , 我们 
就 有 


我 们 不 证 明 上 两 定理 . 但 指出 证 明 的 原则 : 假定 已 证 明 L, _, (例如 1 是 周知 的 ). 
于 是 由 此 证 明 In, 恰好 如 同 在 4.5 Ezr JJ L, 证 明 L, 所 作 的 一 样 . 为 此 , 我 们 采用 一 
种 单位 分 解 , 还 例如 假定 a = Pdz> A... Adrn, 并 进行 明确 的 计算 . 证 明了 Iin, 然后 
证 明 1n, 恰好 如 同 在 4.6 段 中 用 斯 托 克 斯 公式 证 明定 理 4.6.2 时 所 作 的 一 样 . 我 们 省 
去 了 有 些 麻烦 的 详细 证 明 . 

我 们 甚至 可 考虑 R?(p > n) 中 (n 维 ) 流 形 M 内 带 边界 的 紧 集 概念 , 并 由 此 推 
广 定理 In. 这 样 得 到 一 个 定理 , 对 于 n = 2 就 化 成 定理 4.9.1. 


例 . 对 于 n= 3 应 用 定理 In TER K 是 R3 中 带 边界 的 紧 集 ; OK 是 C1 类 
(2 维 ) 曲面 . 设 a 是 一 个 2 形式 : 


e = Ady A dz + Bdz A dz + Cdz A dy, 


其 中 A, B,C 是 x,y,z 的 01 类 函数 . 那么 我 们 有 


HI. (2. 3B +i) ændindz= ff Ady A dz + Bdz A dz + Cdz ^ dy 


(有 时 叫做 “ 奥 斯 特 罗 格拉 芯 基 公式 ”). 
4.11. 在 流 形 M CR” 上 的 微分 形式 
由 定义 , 在 C*(k > 1) 类 、p 维 流 形 M 上 的 9 次 微分 形式 w 是 一 个 映射 
(Leis 87), 
其 中 ze M, 并 且 向 量 &,… ,é 在 切 空 间 T, (M) 中 ; 假定 对 于 每 个 ze M, 映射 
(Erst Sa) — wha; E1, Ea) 


在 向量 空间 T. (M) 上 是 交错 多 重 线性 的 . 

显然 , 如 果 我 们 在 开 集 U > M 中 有 一 微分 q 形式 a, 它 就 在 M 上 “引导 ”出 一 
个 刚才 所 说 意义 下 的 微分 q 形式 ; EXE, a(z; 81... : Ea) EX} x € U, £1, €, € R" 
确定 的 , 并 且 对 &1,…… i 是 交错 多 重 线性 的 ; 于 是 w 从 取 映 射 a 的 限制 而 得 . 
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设 V 是 一 个 开 集 c M, 并 且 设 e : Q — V 是 一 个 C 类 参 变量 表示 (Q 是 RP 
中 一 个 开 集 ). 如 果 o 是 M 上 的 一 个 微分 q 形式 , 映射 


w(plt); p(t) -Tir ,p(t) :Tq) 


是 开 集 Q c R” 中 的 一 个 微分 q 形式 , 其 中 teo 并 且 n,… ,7 是 R 中 的 向 量 : 
这 是 明显 的 . 这 一 形式 将 记 作 w*(w). WR gp*(w) 属于 Ch 类 (其 中 h < k), 对 于 任 
何其 他 Cx 类 参 变量 表示 也 是 这 样 . (习题 : 用 参 变量 表示 的 代 换 证 明 这 一 结论 ) 我 
们 说 q 形式 w 在 M 上 属于 Cn 类 , 如 果 M 上 任何 点 有 一 开 邻 域 V (在 M 内 ) E. 
有 这 一 性 质 . 我 们 注意 到 : 在 一 个 流 形 M 上 的 Oh 类 微分 形式 概念 , 只 有 当 流 形 至 
少 属于 OH 类 时 才 有 意义 . 

我 们 可 用 明显 的 方式 确定 M 上 两 个 次 微分 形式 的 和 . 而 且 对 两 个 交错 多 重 
线性 形式 的 外 乘积 , 如 同 我 们 在 2.2 段 中 所 做 的 那样, 也 可 确定 一 个 形式 a 及 一 个 
形式 8 的 外 乘积 . 同样 可 对 一 个 Ch(h > 1) 类 形式 o 确定 do . 我 们 不 展开 这 方面 
的 理论 . 

现 设 M FÈ p 维 、0' 类 流 形 , 并 且 设 是 M ETE RSE O° 类 微分 
形式 . 假定 已 在 M 上 给 出 定向 (这 意味 着 M 是 可 定向 的 ) 于 是 可 确定 积分 法 
所 用 步骤 如 同 在 4.10 段 中 那样 : 采用 一 种 单位 分 解 , 把 问题 化 到 o 的 支撑 集 与 M 
相交 于 一 个 紧 集 情形 , 这 紧 集 包含 在 M 中 一 开 集 V 内 , 而 且 存在 着 与 M 的 定向 相 
适应 的 参 变量 表示 p : 9 >V. FES 


(p) (p) 
f == l Z" (e): 
上 式 右边 的 值 与 o 的 选取 无 关 . 
4.12. p 维 流 形 M(M c R") 的 p 维 体积 元 素 


设 M 是 一 个 01 类 p 维 流 形 , 假定 已 有 定向 . 我 们 要 在 M 上 确定 一 个 o 类 
微分 p 形式 , 叫做 p 维 体积 元 素 . 在 周围 空间 R rh, 我 们 有 基本 二 次 形式 (坐标 的 
平方 和 ); 因此 我 们 知道 一 个 向 量 的 ( 欧 几 里 得 ) 长 度 以 及 两 个 正 交 向 量 的 意义 . 于 是 
É z 是 M 中 一 点 ; 切 空 间 T; (M) 是 R" 的 一 个 p 维 子 空间 ; 选取 T; (M) 的 一 个 标 
准 正 交 基 (e1,.… ,ep), 即 由 了 个 长 度 是 1、 并 且 两 两 正 交 的 向 量 所 形成 的 基 . 选取 基 
还 要 使 这 个 基 所 确定 的 向 量 空间 T, (M) 的 定向 与 流 形 M 的 已 给 定向 符合 . (我 们 记 
得 M 的 一 种 定向 就 确定 每 个 切 空间 的 一 种 定向 .) 如 果 (ei,… ,es) 是 T, (M) 与 其 
定向 适合 的 另 一 标准 正 交 基 , (e1, En) 关于 (el,… ,ep) 的 行列 式 等 于 +1. 

设 各 ,名 是 空间 T, (M) 中 的 向 量 ; 这 些 向 量 关 于 基 (e1, ,ep) 的 行列 式 
与 基 的 选取 无 关 . 我 们 把 这 行列 式 简单 地 记 作 det(&1,… Ep). 注意 如 果 我 们 改变 流 
É M 的 定向 , 这 行列 式 要 乘 以 -1. 于 是 我 们 可 确定 所 求 的 p 次 微分 形式 w; 对 于 
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Te ,Ep = T,(M), 令 
w(Zi6 , Ep) = det(61 : ° , Ep). (4.12.1) 
我 们 要 证 明 : 它 属于 C 类 , 这 就 是 说 , 对 于 一 种 C1 类 参 变 量 表示 y, 形式 wor*(w) 有 
连续 的 系数 . 为 了 计算 det(&1,… ,6p), 可 进行 如 下 : 考虑 R 中 与 T,(M) 正 交 的 子 
空间 , 并 选取 其 中 的 标准 正 交 基 (ey1,.… ,en), 使 得 
(el ,ep)eprH en) 

关于 R” 的 典范 基 有 行列 式 +1. 于 是 

o (z; £1, La , Ep) = det(é&1, 全 JEg, C€p+1 ° ` ` , en )， (4.12.2) 


”这 里 行列 式 是 关于 Rn 的 典范 基 取 的 . 
M 中 相对 紧 开 集 V 的 体积 : 由 定义 , 这 就 是 积分 


(p) 
JL, ° 
V 


其 中 w 表示 p 维 体积 元 素 . WR V 有 一 参 变量 表示 p : Q 一 V, 由 定义 , 体积 就 是 


其 中 yg*(w) 写成 f(t1,… ,如 )dt 人 … 信 dtp; 由 定义 , 我 们 证 实 f(t1,… ,tp) > 0. [而 
且 这 是 要 在 例子 中 证 实 的 .] 因此 非 空 开 集 V 的 p 维 体积 > 0. 


B. m = 3,p = 2. 因此 问题 在 于 空间 R? 中 一 个 有 定向 的 曲面 M; 设 z,y,z 是 
R? 中 的 坐标 . 在 M 上 每 点 的 邻 域 中 , 有 由 三 个 两 实 变 量 v 与 v 的 C1 类 函数 


z= z(u,v), y=yļlu, v), z= z(u,v) 


所 确定 的 参 变量 表示 y. 写 出 矩阵 
(4.12.3) 


的 秩 是 2 来 表明 y 有 2 秩 . 因此 下 列 三 个 量 中 
O(y, z) _ 0O(z,7) O(z,Yy) 


~ alu, v)’ em O(u, v)’ g Ə(u,u) 
至 少 有 一 个 在 平面 (wv) 上 开 集 Q 中 每 一 点 是 Z 0. 
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在 与 参 变量 u,v 的 值 相对 应 的 一 点 (zx,y,z) € M, M 的 单位 法 向 量 是 有 下 列 分 
量 的 问 量 €3: 
EEE uU E = 22 i y ES 
事实 上 , es 是 上 述 向 量 或 它 的 反 向 向 量 ; 必须 选取 符号 c, 使 由 两 向 量 (4.12.3) 及 es 
所 形成 的 标 架 是 正 的 , 即行 列 式 


Oz Ov Oz 
ðu ðu ðu 
Oz Ov Oz 
Ov Ov Ov 


ep Ed Er 
VD2 十 92 + r2 /p2 十 92 + 72 /p2 + q2 +r? 
是 > 0. 行列 式 是 


2 2 2 
Tr 
E De ansa nsn 


g“ (w) = Vp? +q? + r2du A du. (4.12.4) 


命题 4.12.1， 如 果 在 曲面 M 上 每 点 , 把 (定向 ) M 的 单位 法 向 量 的 分 量 记 作 
cosa, cos B, cos y , 那么 给 出 面积 元 素 的 形式 w 等 于 


cos ady A dz + cos 8dz A dz + cos ydz A dy. (4.12.5) 
证 . 这 是 由 于 
dy ^ dz = pdu Ad, dz Adz =qdu Adu, dz Ad = rdu A dv. 


Z —#]. n=3,p=1. 问题 在 于 R? 中 一 条 定向 曲线 C; 1 维 体积 元 素 叫 做 曲线 
的 长 度 元 素 : 这 是 曲线 上 的 微分 1 形式 . 我 们 要 证 明 : 如 果 曲 线 上 一 点 的 坐标 x,y, z 
是 C1 类 函数 z(t), y(t), z(t), 它们 的 导数 z (t), (t), z (t) 不 同时 是 零 , 那么 只 要 曲线 
的 定向 与 t 的 增长 相应 , 长 度 元 素 是 


/ 2 十 y’? 于 z!2dt. 


现在 如 果 曲 线 C 包含 在 曲面 M (用 参 变量 u 及 u 表示 ) 内 , 那么 C 就 由 取 u 
及 "作为 上 的 函数 来 确定 , 并 且 长 度 元 素 就 是 


y Eu? + 2F42u! + Gu!2dt, 
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Or\? Oy $ Oz\? 
az s 
_ ror  Əyðy , Oz 
Ouo ððuðv ððuðv’ 


Or\? Oy\? ƏzN2 
. À FG] 


我 们 注意 到 : 知道 了 函数 E, F, G, 就 可 计算 面积 元 素 Vp? +g + r2du A du, 这 是 由 


于 有 关系 式 


而 这 关系 式 可 由 拉 格 朗 日 恒等式 . 


其 中 


(be — eb’)?2 + (ca! — ac’)? + (ab! — ba’)? 
= (a? +b? + e)a? +b? +c?) — (aa! + bl! + ce)? 


导出 . 于 是 知道 了 曲面 上 所 作曲 线 的 长 度 元 素 就 决定 了 曲面 上 的 面积 元 素 (可 能 差 
一 符号 ). 
5.” 流 形 上 数值 函数 的 极 大 与 极 小 


我 们 回想 在 上 编 《 微分 学 ) 的 第 一 章 第 8 节 中 , 对 于 巴 拿 赫 空间 E 中 开 集 U 内 
所 确定 的 实 值 函数 f, 讲 了 它 的 相对 极 小 , 在 这 里 , E = R". | 


5.1. 第 一 阶 条 件 


设 M 是 R” 中 O 类 流 形 , 并 且 设 f :7 — R 是 包含 M 的 开 集 U 内 确定 的 
C! KRR. 考虑 由 f 的 限制 得 到 的 函数 g : M 一 了 ,并且 要 问 在 一 点 a € M, 函数 
g 是 否 有 相对 极 小 , 也 就 是 问 , 对 于 与 a 充分 接近 的 任何 z € M, 是 否 有 


f(z) > f(a). 
如 果 存 在 着 a 的 一 个 邻 域 V, 使 得 对 于 任何 z e MAV, 而 且 z Z a, 
f(x) > f(a), 


就 说 图 数 g 在 点 a 有 严格 的 相对 极 小 . 
我 们 要 给 出 三 个 命题 , 分 别 与 上 编 《 微 分 学 》 的 第 一 章 中 命题 8.1.1 定理 8.2.1 
以 及 定理 8.3.3 相 类 似 . 
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命题 5.1.1. 如 果 f 在 M 的 限制 q 在 点 a c€ M 有 相对 极 小 , 那么 导出 映射 
f'(a) € Z%(R"; R) 
在 切 空 间 T, (M) ER” 内 为 零 [相对 极 小 的 必要 条 件 ]. 
证 ， 设 yp :9 一 M 是 MM 中 4a 的 邻 域内 的 一 个 C1 类 参 变 量 表示 ,而 且 p(0) = 
要 foy 在 点 O 有 一 相对 极 小 . 为 此 , 必须 (参看 上 编 《微分 学 》 第 一 章 , 命题 a 
有 
(f° op) (0) = 0, 
即 
f'(a) o @'(0) = 0 
这 表明 f'(a) e LR; R) 在 w(0) 的 像 上 、 正 好 在 切 空间 T. (M) 上 为 零 . 证 完 . 
5.2. 第 二 阶 条 件 


此 后 假定 M 是 C? 类 流 形 , 并 且 f 是 C2 类 函数 . 双 线性 形式 fla) 引导 出 对 
称 双 线 性 映射 
T.(M) x T, (M) > R. 


但 我 们 要 考虑 的 是 另 一 对 称 双 线 性 形式 
® : T, (M) x T, (M) >R, 


现 将 予以 考虑 . 为 了 确定 它 , 我 们 记得 : 如 果 o 是 一 个 Cl 类 参 变 量 表示 Q — M, 而 


H y(0) =a (这 里 Q 是 R? 中 含 原点 的 开 集 ), 那么 w'(0) 是 从 R 到 切 空 间 T, (M) 
上 的 线性 双 射 . 假定 y 属于 C? 类 , 并 用 下 列 条 件 确定 @: 对 于 É z € Re, 
$(@'(0) - T1, @' (0) : T2) = (F o p)” (0) (T1, 72). (5.2.1) 


我 们 要 证 明 这 样 确定 的 更 与 参 变 量 表示 y 的 选取 无 关 . EXE, H y= oo 和 代替 
p, 其 中 入 是 从 O (在 R rh) 的 一 个 邻 域 到 O (在 R H) 的 一 个 邻 域 的 C2 微分 同 
JE. 于 是 w(0) = w(0) 。X(0): 因此 必须 证 明 


Bp (0)o A'(0) - T1, @' (0) oN(0) - T2) = (f o p o A)” (0) : (T1, 72). (5.2.2) 


为 了 简单 起 见 , 令 f o o = h; 由 《微分 学 》 的 第 一 章 , 给 出 复合 映射 的 二 阶 导出 映射 
的 公式 (7.5.1), 


(h o A)” (0)(T1, T2) = h”(0): (NM(0) - T1, XN(0): 72) + (0): (A” (0) : (T1, 72)). 
但 是 既然 foy = 在 原点 有 一 相对 极 小 , 我 们 有 h(0) = 0, 从 而 (5.2.2) 的 右边 等 于 


h” (0) (XN(0) - T1, (0) - 72); 
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然而 由 于 关系 式 (5.2.1), 把 其 中 nn 换 成 X(0) .mm 换 成 X(0) n, 上 式 最 后 等 于 
(5.2.2) 的 左边 . 因此 (5.2.2) 得 证 , 并 且 双 线性 形式 $ 与 参 变 量 表示 y 的 选取 无 关 . 
我 们 注意 到 , 如 果 我 们 应 用 《 微分 学 》 第 一 章 的 公式 (7.5.1) 到 (5.2.1) 的 右边 , 我 们 
得 到 : 对 于 & e Ta(M), £2 € T,(M), 我 们 有 


@(&,8)= f” (a) - (E1, £2) + F(a): (” (0) - (p (0) E, 2 (0) 人) (5.2.3) 


因此 我 们 看 到 不 要 把 6 与 由 f(a) Æ Ta(M) 上 引出 的 双 线 性 形式 相 混 消 . 


命题 5.2.1.， 要 使 f 在 流 形 M 上 的 限制 在 点 ac M 有 一 相对 极 小 , 必须 对 于 
任何 E € Tal M), 


P(E, E) > 0 
证 . 这 条 件 等 价 于 说 : 对 于 任何 + < E>, 
(f° @)”(0)(z, T) > 0, 
而 且 我 们 知道 (《 微分 学 》 第 一 章 , 定理 8.2.1) 要 使 f oo 在 原点 有 一 相对 极 小 , 这 
条 件 是 必要 的 . 
命题 5.2.2. 要 使 f 在 流 形 M 的 限制 在 点 a € M 有 严格 相对 极 小 ， 只 须 对 
Ta(M) 中 任何 非 零 £, 
P(E, E) > 0 
证 . 这 条 件 表明 双 线 性 形式 (foo)"(0) 是 正 的 并 且 是 非 退 化 的 ; 然而 我 们 知道 


(人 《微分 学 》, 第 一 章 , 定理 83.3), 这 是 使 foy 在 原点 有 严格 相对 极 小 的 一 个 充分 
条 件 . 


6. 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 


6.1. 问题 的 地 位 
在 上 编 《 微 分 学 》 第 二 章 中 , 已 经 研究 过 微分 方程 
dz 
dt 
其 中 上 是 一 实 变量 , z 是 t 的 未 知 映射 , 在 巴 拿 赫 空间 E 中 取 值 . 
现在 要 把 变量 t c R 换 成 变量 z e E ( 巴 拿 赫 ); y 是 z 的 一 个 未 知 映射 , 在 巴 拿 
HAZE F 中 取 值 . 我 们 要 考虑 下 列 形状 的 微分 方程 : 


S = f(z,y) (6.1.1) 


= f(t,z), 
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既然 z 的 映射 y 的 导出 映射 dy/dz 在 Z(E; F) 中 取 值 , 已 给 映射 f(z,y) 要 在 
(E; F) PRE. 完全 准确 地 说 : 设 U 是 一 开 集 c E x FP. 并 且 设 


f : U — Z(E; F) 
是 一 个 已 给 的 C1 类 映射 . 我 们 把 在 开 集 V c E 中 确定 、 在 F 中 取 值 的 一 个 01 类 
映射 y= 2(z) 叫做 方程 (6.1.1) 的 解 , 如 果 下 列 两 条 件 成 立 : 


(i) 对 于 任何 ze V, (zx, p(x)) € U; 
( 对 于 任何 z € V, g'(x) = f(x, p(x)). 


#]. F F =R, E =R"; 方程 (6.1.1) 可 写成 


8 
Be = filen mag), 1<i<n (6.1.2) 


其 中 在 开 集 U c RH 中 的 m 个 C1 类 函数 fo 是 给 定 的 , 并 且 取 纯 量 值 . 一 个 解 是 


dy = > fila, t Tn, p)dzi. 
i=1 
方程 (6.1.2) 也 往往 写成 下 列 形式 


dy = > fila, Zn, Y)dzi. (6.1.3) 
i=1 


解 就 是 使 微分 形式 dy — 》、 fidz; 为 零 的 一 些 函 数 y(z1,… ,zn). 像 (6.1.3) 这 样 的 


方程 往往 叫做 “全 微分 方程 ， 
回 到 方程 (6.1.1) 的 一 般 情形 . 未 知 映射 y = wp(z) 必须 使 下 列 微分 形式 为 零 : 


dy — f(x,y) dz. (6.1.4) 


准确 地 说 , 这 是 一 个 在 开 集 U c E x F 中 的 一 次 微分 形式 , 并 且 在 F 中 取 值 : 在 点 
(x,y) EU 并 且 在 向 量 (&,n) € E x F, 它 连带 着 向 量 


n — f(x,y) EEF. 


由 “变量 代 换 ” 
它 在 开 集 V c E 中 确定 一 个 在 F 中 取 值 的 微分 形式 


z'(z) o dz — f(z, p(2)) - da. 
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说 y= y(x) 是 (6.1.1) 的 解 , 就 是 说 由 变量 代 换 (6.1.5), 从 (6.1.4) 所 导出 的 微分 形 
RER. 

这 启发 我 们 对 方程 (6.1.1) 的 “ 解 ”的 概念 作 一 推广 : 这 就 是 两 个 单 变量 + (在 
巴 拿 赫 空间 G 的 一 个 开 域 W 中 变动 ) 的 一 组 两 个 映射 elt) ult), 使 得 在 微分 形式 
(6.1.4) 中 作 变 量 代 换 

T= 7(t), y= yt) 
就 得 到 零 ; 换 句 话说 ， 
F = f(a(t),u(0)) ° — (6.1.6) 
[在 Z(G F) 中 取 值 的 两 个 映射 的 等 式 ]. 特别 , 如 果 上 是 实 变量 , 并 且 如 果 映 射 


z=z(t), y=y(t) (6.1.7) 
满足 (6.1.6) [在 F 中 取 值 的 两 个 映射 的 等 式 ], 那么 就 说 (6.1.7) 是 方程 (6.1.1) 的 一 
条 积分 曲线 . 
6.2. 第 一 存在 定理 


用 前 面 的 记号 , 设 已 给 一 点 (zo, yo) € U. 我 们 要 问 , 在 zo E E 的 一 个 开 令 域 V 
内 , 是 否 存 在 着 一 个 解 y = ple) 满足 yo = e(zo) | 对 于 z = ro 有 初始 值 yo 的 解 ]. 
我 们 要 看 到 , 一 般 说 来 , 这 样 的 解 不 存在 . 
定理 6.2.1， 已 给 一 点 (zo0, Yo) € U, 存在 着 充分 小 的 7 > 0, 使 得 在 球 |e- rol] < 
r 内 , 存在 着 一 个 、 并 且 只 有 一 个 Cl 类 映射 yl) 在 F PRAE, 并 且 满 足 
p(z0) = Yo (6.2.1) 
e! (x): (z — zo) = f(x, p(x)) - (z — zo) 对 于 任何 z. (6.2.2) 
注释 ， 条件 (6.2.2) 比 条 件 w'(z) = jz,e(z)) 更 容易 达到 , 而 后 者 表明 y 是 
(6.1.1) 的 一 个 解 . 条 件 (6.2.2) 只 是 表明 : 在 点 z, 2 (z) 及 f(z,y(z)) 是 Z(E; F) 中 
两 元 素 , 它们 在 E 中 与 z - zo 成 比例 的 向 量 上 取 相 同 的 值 ; 由 此 完全 不 能 导出 它们 
在 马 中 所 有 向 量 上 取 相 同 的 值 , 而 在 o 是 (6.1.1) 的 解 的 情形 就 应 如 此 . 


我 们 说 满足 (6.2.2) 的 映射 p 是 方程 (6.1.1) 的 一 个 伪 解 . 定理 6.2.1 说 , 对 于 已 
给 初始 值 (zo,yo), 在 zo 的 邻 域 中 , 有 一 个 并 且 只 有 一 个 伪 解 . 


定理 6.2.1 的 证 明 . 给 出 一 个 非 零 向 量 £ e E, 并 且 考虑 在 E 中 的 直线 
Zz 二 zo 十 共 ，t 在 民 中 变动 . 
求 有 下 列 形状 的 一 条 积分 曲线 (参看 6.1 RR) 


z= zo +€, = W(t), (6.2.3) 
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而 且 V(0) = yo. 我 们 有 dz/dt = £ ,从 而 表明 (6.2.3) 是 积分 曲线 的 条 件 是 


W(t) = f(zo + tE, Y(t)) £. (6.2.4) 
换 句 话说 ,y = w(t) 是 (对 于 上 接近 0) ( 常 ) 微分 方程 
= = f(zo + t, y) -€ (6.2.5) 


XF t= 0 取 值 yo 的 解 . 
只 要 |El < a (a > 0 充分 小 ), 确 知 在 整个 区 间 —1 < t < +1 中 , 这 个 解 w(t) 存 
E. 事实 上 , 既然 f 属于 C1 类 , 存在 着 数 p > 0,r > 0,k 及 M > 0, 使 得 


[f(z < M 及 f(z sk XF liz- zol < r, lly- yll < p 
并 且 可 假定 p < Mr (只 须 减 小 p). 取 a = p/M; 对 于 ||g|| < a, 我 们 有 
fzo +t, y) Ell < Ma XF [| <1, || — vol < o; 


因此 确 知 解 y = y(t) 满足 y(0) = yo] 在 区 间 |t| < p/(Ma) = 1 中 存在 

此 后 把 (6.2.5) 对 t = 0 取 值 yo 的 解 记 作 y(t,é); 它 依赖 于 上 c EB， 既然 
f(xo, +E, y) EXI (t, £y) 属于 C1 类 , 我 们 知道 ytt, © 属于 Cl 类 (上 编 《 微 分 学 》 
第 二 章 , 定理 3.6.1). 又 如 果 我 们 用 At RE t, 并 且 用 (1/A)E (实数 A 20) RË E, 
方程 (6.2.5) 没有 改变 ; 因此 w(t,&) 只 与 乘积 EAR: 


Y(t, £) = 0(1,16). 
对 于 z= zo + t€ (€ 固定 , t 38), 关系 式 (6.2.2) 等 价 于 (AF t0) 
@'(zo + tE) : E = f (£o + tE, (zo + t£)) : €, 

并 且 如 果 我 们 比较 (6.2.4), 就 看 出 

2(zo + t€) = 4(1, të). 
换 句 话说 , 必须 有 

p(z) = 2(1,z — zo) |, (6.2.6) 
这 就 够 了 . 这 样 确定 了 e ,并且 完成 了 定理 6.2.1 的 证 明 . 
6.3. 第 二 存在 定理 


剩 下 要 解决 下 列 问题 : 微分 方程 (6.1.1) 必须 满足 什么 条 件 , 才能 使 定理 6.2.1 所 
确定 的 伪 解 是 一 个 真 解 , 即 对 任何 n 8 E 及 与 zo 充分 接近 的 任何 z, 我 们 有 


p(x) .7 = f(z, p(x)) : n. 
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定理 6.3.1. 要 使 伪 解 p 是 一 真 解 , 必须 而 且 只 须 映射 满足 下 列 条 件 : 对 (与 

zo 接近 的 ) 任何 z, 元 素 
f. (z, p(T)) + fy(z, @(z)) o f(x, p(2)) € Z(E; Z(E; F)) 

确定 HE; F) 的 一 个 对 称 元 素 [在 @(E; #(E; F)) 及 名 (EB; 下) 之 间 的 标准 双 射 对 
应 中 ]. 

换 句 话说 , 对 任何 上 及 mn 8 E, 必须 有 

(h(t o um) s (6.3.1) 

的 定 映射 f, f, f, 的 值 是 在 点 (z, 2(z)) 取 的 ]. 

注释 ， 在 每 点 (z, w(x)), f; 的 值 在 (E; Z(E; F)) P, f 的 值 在 Z(E; F) 中 ， 
f; 的 值 在 Z(F; Z(E; P)) 中 , f; o 的 值 在 Z(E; Z(E; F)) 中 , 由 复合 : 
既然 用 十 及 of 在 点 (z,2(z)) 的 值 是 (E; @(E; F)) 中 一 元 素 ， 

(fet oe 

的 值 在 Z(E; F) 中 ; 因此 可 取 它 的 值 作为 向 量 n < E, 并 且 求 得 F 的 一 个 元 素 : 即 
(6.3.1) 的 左边 . 同样 解释 它 的 右边 . 


定理 6.3.1 的 证 明 . (1) 要 使 p 是 一 个 解 , 条 件 (6.3.1) 是 必要 的 .事实 上 ， 
假定 
p(x) = f(x, p(7)). 
既然 f(x,y) 及 o(z) 属于 O 类 , 这 关系 式 表明 y 属于 O 类 , 并 且 我 们 有 


wa t= (Jus yeu s, 
由 此 把 2" (z) 换 成 f (z, gle): 
有 


从 而 
CO Rea (hn 
然而 这 等 式 左 边 对 上 及 7 是 对 称 的 (微分 学 》 第 一 章 , 定理 5.1.1). 因此 它 的 右边 
也 是 对 称 的 : 由 此 得 (6.3.1). 证 完 . 
下 一 段 用 来 证 明 : 要 使 ç 是 一 个 解 , 关系 式 (6.3.1) 是 充分 条 件 . 
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6.4. 第 二 存在 定理 证 明 的 终结 


剩 下 来 要 证 明 : (2) 要 使 伪 解 p(z) 是 一 真 解 , 条 件 (6.3.1) 是 充分 的 . 
我 们 记得 , 由 (6.2.2), 对 于 满足 |El < a 的 任何 上 e E 以 及 满足 |t| < 1 的 任何 
t € R, 我 们 有 
O (zot+ tE) -E = f(zo + tE, @(zo + të)) : £. (6.4.1) 


我 们 要 证 明 : 在 对 上 及 t 的 同样 假设 下 , 对 任何 向 量 7 e E, 
@'(zo +€): 0 = f (£o + tE, @(zo + tẸ)) .7 (6.4.2) 
固定 及 7 ,考虑 映射 
H(t) = t@'(zo +t€)- 7 —tf(£o +t, pl(zo +tE))n XF jt <1 


这 是 在 巴 拿 赫 空 间 F 中 取 值 的 一 个 映射 . 只 须 证 明 : 对 任何 t, H(t) = 0; 事实 上 , 对 
T t 0, 由 关系 式 H(t) = 0 可 推出 (6.4.2); 因此 对 于 t Z 0, (6.4.2) 正确 , 并 且 由 连 
续 性 , 对 于 t= 0, (6.4.2) 也 是 正确 的 . 

为 了 证 明 H(t) =0, 要 证 明 映 射 H) 满足 一 个 齐 次 线性 微分 方程 ; 由 于 H(0)=0 
正好 导出 H 恒 等 于 零 . | 

先 证 明 H(t) 有 导出 映射 H't, 为 此 , 我 们 记得 (参看 6.2 Ez) 


p(xo + t€) = y(t, €), 
其 中 y (作为 t 的 映射 ) 是 微分 方程 (6.2.5) 


Y= fas + tey) € 


的 解 , CX EET C1 类 . 因此 解 yt, e) 是 参 变量 E 的 C! 类 映射 , 并 且 Bw/68t 有 
关于 的 导出 映射 , 使 得 


3 Əy _ 0 dy = #zlf(m + tE, plxo + tE)) -£ 


IOE OE Ət 
(参看 《微分 学 》, 第 二 章 , 定理 3.6.1). 然而 我 们 有 
HO = E on —tf(zo + t€ Pleo + tE) - T (6.4.3) 


因此 dH/dt 存在 , 并 且 等 于 


TE 一 [f(so + t€ olro +t) - 8] n (6.4.4) 


=f (zo + t£, p(z + t£)) -n 
—t( (fz + fç ° @') : €) : m, 
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这 里 约定 f: 表示 fi(zo + t€, p(zo + t8)), f; 表示 
f,,(zo + t€, @(zo + t8)), 


并 且 p 表示 w(zo + t€). 在 (6.4.4) 的 右边 , 由 于 (6.4.1), 可 以 用 (F o f) ERE 
(Fop) E 另 一 方面 , 由 给 出 双 线 性 映射 的 导出 映射 的 公式 , 我 们 有 


az (z + tê, (zo +18)) :4:7 


= Šf (æo + t€ olro +16)) n] -€+ f(zo + tE, (zo + t) -n 


代入 (6.44), 简化 后 得 
= (6.4.5) 
明确 计算 : 


az (zo + tE, (zo + të)) - n] = t(fç + fy ° W) ` m; 
另 一 方面 ,由 假设 (再 看 定理 6.3.1 的 叙述 ): 
(有 


最 后 : 
pr =t|(f ° (@'— f)) :n| E= [fyo (tp — tf)) n] £, (6.4.6) 
并 且 因 为 由 定义 , (to' — tf) .7n = H(t), 我 们 得 到 
dH ! 
a S(t (6.4.7) 
(6.4.7) 的 右边 显然 是 H 的 连续 线性 映射 [我 们 记得 HAO 在 巴 拿 赫 空间 H 中 取 值 ， 


fyo H fE (E; F) 中 取 值 , 如 同 映射 f; (6.4.7) 的 右边 是 P 中 的 元 素 , 是 f; o H E 
向 量 £ e E 上 的 值 ]. 

于 是 如 同 前 面 所 述 , H(t) 满足 齐 次 线性 微分 方程 (6.4.7), 并 且 H(0) = 0. 可 断 
定 H(t) 恒 等 于 零 . 证 完 . 

定理 6.3.1 的 证 明 完 成 . 
6.5. 基本 定理 


基本 定理 可 由 定理 6.3.1 立即 导出 . 总 是 采用 6.1 段 中 的 假设 : 考虑 微分 方程 


S L fy), (6.5.1) 
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其 中 f: U Z(E; F) 是 已 给 的 C1 类 上 映射. RITER: 对 任何 点 (zo0,yo) € U, 这 方 
程 有 对 与 zo 充分 接近 的 z 确定 的 、 有 初始 值 


(xo) = Yo 


的 ( 真 ) 解 . 简单 地 说 : 要 求 对 于 任何 已 给 初始 值 (zo,yo) € U, 方程 (6.5.1) 有 一 局 
部 解 . 


基本 定理 6.5.1. 为 了 做 到 这 一 点 , 必须 而 且 只 须 对 任何 点 (x,y) € U, 元 素 
及 (由 十 用 (go jy) € Z(E; Z(E; F)) 确定 (E; P) 的 一 个 对 称 元 素 ; MA: 
对 任何 €, n c E 及 对 任何 点 (x,y) € U, 


((fS(z,9) + fj(z,u) o fz,Y)) E) -n = (f(z,9) + f,(z,u) o f(z,Yy)) n): €. (6.5.2) 
这 是 定理 6.3.1 的 明显 的 推论 . 


定义 . 当 条 件 (6.5.2) 成 立时 , 我 们 说 方程 (6.5.1) 是 完全 可 积 的 . 


注意 WR E S 1 维 的 , 方程 总 是 完全 可 积 的 (因为 这 时 & 及 7 必然 成 比例 ); 
于 是 方程 (6.5.1) 是 一 常 微分 方程 . 


基本 定理 的 补充 (不 作证 明 ).， 固定 zo, 让 yo 变动 : 设 
y = p(z, yo) (6.5.3) 


是 对 xz = zo 取 值 yo 的 解 . 可 以 证 明 y(x, yo) 属于 C! 类 , 并 且 (6p/8yo)j(z,yo) € 
Isom(E; F); 于 是 可 从 (6.5.3) 求 出 [ 隐 映 射 定理 ]: 


yo = (z, y), (6.5.4) 


其 中 水 属于 C1 类 . 因此 假定 方程 (6.5.1) 完全 可 积 , 在 任何 解 y= e(z) E, Æ F th 
取 值 的 映射 (x,y) 是 常量 . 


i). BE E =R, F =R"? U E: R” =R xR? 中 的 开 集 . 在 R 中 取 值 
的 映射 


p(z; ; Tp, UL ,Yn—p) 
有 n 一 p 个 纯 量 分 量 pj(z1,… Ep Yn ,Yn-p); 它们 在 所 有 解 
Yj = @;(2i,:''' ,Tp)(l < j <S n — p) 


上 都 是 常量 . 它们 是 “首次 积分 ”. 
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6.6. 用 微分 形式 的 解释 
保持 在 6.1 段 中 的 记号 . 在 该 段 中 曾 引 进 微分 形式 
w = dy — f (x,y) : dz; 
这 是 在 开 集 U C E x F 中 确定 、 在 中 取 值 的 一 个 一 次 微分 形式 . 它 的 外 微分 是 
dw = —df As dz, 
这 里 更 是 典范 双 线 性 映射 
(E; F) x E — F; 
EX (f,u) 联系 着 f e Z(E; F) 在 向 量 u € E 上 的 值 . 明确 表 出 是 : 


dw = — S dz) Ae dz 一 Lay) Ae dr. 
Ox Oy 


在 dw 中 , 用 f(x,y): de 代替 dy; 就 得 到 二 次 微分 形式 


T of of 
o--(( 芝 + 党 an) Ae dz, 


CE P PRE. 对 于 一 对 (E, n) e E x E, Q 的 值 是 (参看 2.2 段 ) 


of 0 of of 
Aa J C en) 


完全 可 积 条 件 (6.2.2) 表明 上 式 是 零 . 由 此 得 : 


定理 6.6.1. 要 使 方程 
Y 
dx 汪汪 J (z, y) 


完全 可 积 , 必须 而 且 只 须 微分 2 形式 Q (在 dw 中 用 f(z, y) .dz RE dy 求 得 ) 恒 等 
TR. 

我 们 要 在 E 及 F 有 有 限 维 情形 表达 这 一 条 件 . 取 E = R, 把 r,e 记 
fF E 中 一 点 的 坐标 ; 又 取 F = RP, 把 zpf ,zn 记 作 F 中 一 点 的 坐标 . 于 是 
TI1,… ,zn E E x F = R" 中 一 点 的 坐标 .已 给 开 集 Uc R", 映射 f:U — Z(E; F) 
H U 中 C? 类 数值 函数 fij(z1,… En) 的 矩阵 {fiy(z)} 所 确定 , 并 且 (在 F 中 取 值 
的 ) 微分 形式 w 由 取 纯 量 值 的 n — p 个 微分 形式 所 确定 : 


p 
wi = dz; 一 >` f; (z)dz;, p+ 1<1<n (6.6.1) 


j=1 


一 个 解 u=o(a) H n — p 个 C1 类 函数 确定 : 


Ti = pi(T1, ,Tp) (p+1<i<n) (6.6.2) 
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以 致 (6.6.2) 所 确定 的 变量 代 换 使 n-p 个 形式 wi 等 于 零 . 换 句 话说 , 这 些 wi 必须 

满足 PE 

3 fi; (21, `. ,Xp, @p+1(21, oti , Zp), LU , Pn (TZ1) E , Tp)) (6.6.3) 
J 


(1<j<p,p+1 Si < n). 这 种 方程 组 完全 可 积 必须 而 且 只 须 对 于 i=p++1, ,n, 
在 这 些微 分 2 形式 do, 中 , 用 


p 
j=1 


代替 dr; 时 , 这 些微 分 2 形式 变 成 零 ; 事实 上 , 这 就 是 定理 6.6.1 所 断定 的 . 现在 要 ` 
明显 表达 这 条 件 . 
把 一 系列 p 个 形式 wi,… ,wy 添加 到 形式 wp41,… ,wn 使 
eg kap Ma 


成 为 微分 1 形式 的 一 个 基 (这 就 是 : 任何 微分 1 形式 可 唯一 地 写成 》 ai(z)wi, 其 


i=l 
中 系数 ui(z) 是 函数 ); 例如 可 取 wi = dri, ,wp = dzp (读者 请 证 明 : dzi,- ,dzp， 
wp ;wn 成 为 微分 1 形式 的 一 个 基 ). 于 是 任何 微分 2 形式 Q 可 唯一 地 写成 
Q= 5 bij (z); Wj, 

1<:<j<m 
其 中 系数 b;; 是 z1,… za 的 函数 [证 明 如 同 定理 2.6.2 的 证 明 , 利用 定理 1.7.1]. 要 
使 得 当 在 8 中 用 》 fu (z)dz; RE dzi (对 于 i=p 十 1,… ,n) 时 , 也 就 是 在 其 中 对 

j=1 
T p+1 <i <n, J] 0 46 o, BF, Q 变 成 零 , 必须 而 且 只 须 当 i 及 j 两 个 指标 都 <p 
时 , 系数 b. (z) BETR. 应 用 这 结果 于 dwi(p 十 1 < i < n); 首先 , 我 们 有 
dwi= >》  cik(a)u;A ok 
IKj<kSn 


而 且 完 全 可 积 条 件 从 而 由 下 式 表 出 : 


cj (z) =0 对 于 ¿i>pj<pk<p |. 


我 们 要 指出 表述 这 些 条 件 的 一 种 简明 的 方法 . 如 果 计 算 外 乘积 (do) Awp 
A... An (对 于 i > p), 我 们 得 到 
(dwi) Awp At Awn = >` Cijk (Z); A Wp+l At A (Ən 
1<;<k<p 
因为 如 果 整 数 j K k 中 至 少 有 一 个 > p, 外 乘积 wj Awk Awp A ' Aun 是 零 ( 因 
乘积 中 有 两 因子 相等 ) 因此 完全 可 积 条 件 可 由 下 列 条 件 表示 出 来 : 


(dwi) Awp A Auwn=0 HF p+1<i<n |. (6.6.4) 
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事实 上 , 任何 微分 (n — p + 2) 形式 可 唯一 地 写成 
(2k, 人 (Jko A... Ak, s+2(l < ki <: < kn-p+2 < n) 


的 线性 组 合 , 它 的 系数 是 z 的 函数 ; 要 使 这 一 形式 是 零 , 必须 而 且 只 须 它 的 所 有 系数 
在 条 件 (6.6.4) 中 , 我 们 记得 , 这 些 wi 表示 微分 形式 


p 
dzi — X` fi; (z)dz; (p+ 1 < í < m); 


j=1 


现 假定 在 wp, wn 上 作 一 线性 代 换 
ai= 3  uju(z)o;, 
j=p+1 
对 于 任何 z,wij(z) 的 矩阵 有 行列 式 2 0. 微分 形式 组 w =0p+1<i< n) 与 微分 
形式 组 o, = 0(p+ 1 < ¿í < n) 等 价 . 完全 可 积 的 条 件 等 价 于 


dai Aap ^ Aan =0 对 于 p+l<ign. (6.6.5) 
事实 上 ， 
Qp+1 A't A Qn = det(u;;(z))op+4 A+ A wn 
从 而 (6.6.5) 等 价 于 
dai 人 wp+1A…:. Awn = 0. 
又 有 
da; = X wijdw; + Y (dui) A Wj, 
j j 
从 而 


dæi 人 wp+1 Aee NUn = Y wy -dwj 人 wp+1 Á : ° 入 wn， 
j>p 
因此 由 微分 形式 组 (6.6.4) 可 导出 (6.6.5). 同样 的 论证 也 可 按 相 反方 向 进行 . 
总 之 (现在 用 o, 来 代替 a): 


定理 6.6.2. WZ U c Rn 是 一 开 集 ; 设 (wp un) Æ n-p U PH o! 
类 、 一 次 微分 形式 组 , 而 且 在 每 点 reU, 微分 形式 组 (wp, ,wn) 的 秩 等 于 n 一 p. 
那么 微分 组 


wi=0 (p+1<i<n) 
[* 全 微分 方程 ” 组 ] 完全 可 积 必须 而 且 只 须 微分 形式 


dwi wp ^ Aun (p+1 <i<m) 


恒 等 于 零 〈“ 弗 罗 贝 尼 乌 斯 条 件 ”). 
例 ， 设 w 是 Cl 类、 一 次 微分 形式 : 


w = S ai 
i=1 


其 中 系数 ai(z) 不 同时 为 零 . 要 使 方程 w = 0 完全 可 积 , 必须 而 且 只 须 
w A do = 0. 
习题 ”证 明 这 也 是 使 w 具有 “积分 因子 ”的 条 件 . 具有 积分 因子 就 是 说 , 存在 


着 一 个 函数 u(x) Z 0, 使 得 1 形式 WU(z) w 是 闭 的 .] 
更 特殊 地 , 对 于 n = 3 (并 且 把 x,y,z 叫做 R 中 一 点 的 坐标 ), EZ 


w = P(x,y, z)dz + Q(z, y, z)dy + R(z,u,z)dz. 
要 使 方程 w = 0 完全 可 积 , 必须 而 且 只 须 
ƏR Q ƏP ƏR aQ OPN ` 
uC ICE KICK OK (6.6.6) 


HE (P, Q, R) 的 场 必 须 与 它 的 “ 旋 量 ” 正 交 .] 事实 上 , 我 们 立即 看 出 , (6.6.6) 的 左 
边 是 形式 w 人 dw 的 典范 写法 中 dz A dy A dz 的 系数 . 


习题 


习题 1， 设 at, ap Æ R”(p < m) 上 的 p 个 独立 线性 形式 . 证 明 R” 上 一 个 
线性 形式 a 满足 
QaAalA 人 人 Ao, = 0, 
必须 而 且 只 须 它 属于 at … ,as 所 生成 的 空间 . 
证 明 : 如 果 这 条 件 成 立 , 并 且 如 果 o Z 0, 那么 存在 着 一 个 交错 线性 p — 1 形式 
b ,使 得 
Ql 人 :AQp=aQaAb. 


习题 2. 考虑 R" 中 的 微分 2 形式 . 


w = dz. A dz> + dzs A dz4 十 …: 十 dzon_1Adzo2n. 


计算 AG 即 w 的 ”个 样本 的 外 乘积 . 
习题 3， 设 ol ,an 是 R" ERK n 个 独立 的 线性 形式 ; 考虑 交错 双 线 性 形式 


n j—l 


w = > 5 Qij Qi A Qj, 


j=1 i=1 
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其 中 aiji < j, £ C2 个 已 给 实数 . 
(a) 证 明 : 如 果 ar Z 0, 那么 存在 着 两 个 线性 形式 81 及 ba, 使 得 ”个 线性 形式 
31, 62,03, ,Qn 仍然 线性 无 关 , 并 且 使 得 w - B1 Ab 可 仅 用 a3,- , aw 来 表示 . 
由 此 递 推导 出 : 存在 着 2r 个 线性 无 关 的 形式 , 使 得 


w = bı A B2 + B3 A Ba +--+ Bor_1 A Bar, 


其 中 如 果 n 是 偶数 , r< n/2; WR n 是 奇数 ; r < (n — 1)/2. 
(b) 引进 反对 称 和 矩阵 4 = (Ay), 其 中 Aij = aij XIF i< j. 证 明 (a) 中 所 确定 的 
数 2r 等 于 矩阵 4 的 秩 , 并 且 它 与 基 a ,an 中 形式 的 选取 无 关 . 
(c) 证 明 上 述 数 r 是 使 下 式 成 立 的 最 小 整数 r: 
7 二 1 
A w = 0. 
由 此 导出 wAw = 0 必须 而 且 只 须 w 是 两 个 线性 形式 的 外 乘积 . 
习题 4. j o Z O JE R° 上 的 一 个 线性 形式 , 并 且 设 a 是 R" 上 的 交错 q 线性 
形式 . 证 明 : 要 存在 着 一 个 交错 线性 (q — 1) 形式 8 , 使 得 


e = o A B. 


条 件 w 人 a = 0 是 必要 及 充分 的 . 
习题 5。 设 a 是 R 中 的 微分 1 形式 


a = ydz — zdy + dz. 


(a) C! 类 函数 u(x, y, z) 及 vlz, y, z) 必须 满足 什么 条 件 (C), 才能 使 形式 


a — vdu 
是 闭 的 ? 证 明 这 时 w 及 wv 与 z 无 关 . 
(b) 能 任意 给 出 v = V(x, y) B? 
(c) 证 明 如 果 u K v 满足 条 件 (C), 三 个 微分 形式 du, dv 及 a 一 vdu 在 每 点 线性 
无 关 . 
习题 6， 设 


w = ady A dz + bdz A dz + cdz A dy 


是 Rš 上 的 Ces 类 微分 形式 ; 用 Mo 表示 R 中 一 点 , 在 这 点 , w 不 是 零 . 设 f 是 在 
Mo 的 一 邻 域内 确定 , 并 且 属于 O” 类 的 函数 

(a) 证 明 : 要 使 w 在 Mo 的 邻 域内 可 写成 A df 形状 , 其 中 a 在 Mo 的 邻 域内 
是 C% 类 微分 1 形式 , 必须 而 且 只 须 df 在 Mo 不 是 零 , 并 且 f 是 一 个 偏 微分 方程 
的 解 . 写 出 这 一 方程 . 
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(b) $ a = ìdz + udy + vdz; 把 入 ,1,v RIRIR a,b,c, 0f /ðx, ðf /ðy K 9f/6z 的 
函数 , 使 得 a 人 df =w. 

习题 7.， 设 了 是 在 RR" 中 一 点 O 的 开 邻 域 Q 中 的 C2 类 实 值 函 数 . < ule) = 
(0f/0xz;)(z), 并 且 设 p 是 映射 r u = (u1, wn). 

在 什么 条 件 下 存在 着 z(%) 的 邻 域 V. 使 得 o 是 从 V 到 p(V) 上 的 一 个 微分 
EHE? 

假定 这 条 件 成 立 , 并 且 对 于 任何 ve yV), 令 z = y(u). 证 明 微分 形式 


n 
WwW = 5 zidui 
i=1 


是 闭 的 . 由 此 导出 : 在 uO = y) 的 一 个 邻 域 V 中 , 存在 着 一 个 C2 类 函数 g, 使 
得 z, = 0g/Oui. 

证 明 如 果 f 是 p(Z 1) 次 齐 次 函数 , 在 yU) 中 , 我 们 有 

gop = (p 一 1)f + ER, 

并 且 证 明 可 选取 9 是 齐 次 的 , 次 数 是 p/(p — 1). 

对 于 f(z) = zizaza, 确定 g(u). 

习题 8， 设 U 是 R" 中 的 开 集 , 并 且 关于 原点 是 星 形 集 . 

(a) 假定 n = 3, 并 且 设 

w = Ady A dz + Bdz A dz + Cdz A dy 


是 U 中 的 一 个 Ca 类 (q > 1) 微分 2 形式 . 明确 表达 命题 2.13.2 中 的 算 子 k, 用 来 求 
得 函数 P, Q, R, 使 得 
k(w) = Pdz + Qdy + Rdz. 
(b) Miz w 是 U 中 的 Ce 类 微分 p 形式 : 
w = c(X)dr1 A : +- A dap. 
证 明 微 分 (p - 1) 形式 k(w) 有 典范 写法 如 下 : 
卫 
k(w) = a(x) > (-1) ldzi A... A dr; 1 A dz; A++: A dzy, 
i=1 
其 中 | 
a(z) = p-lç dt. 
(0 = f aaa 


习题 ER 中 除去 原点 , 考虑 微分 (n — 1) 形式 


w 一 (DT dm A: A dzi A dvi A A dEn, r= 4/z2 +: + 22. 


+ 
x 


2 
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(a) 怎样 选择 a, 使 得 dw = 0? 作 了 这 样 的 选择 后 , 把 w 在 了 ”中 单位 球面 上 的 
积分 表示 为 用 dzl 入 .… A dzn 的 积分 . 

对 于 n=2 É n = 3 计算 上 列 积分 . 

(b) 假定 n= 3, 并 且 a 取 上 一 问题 中 确定 的 值 . 应 用 上 列 习题 中 建立 的 公式 , 在 
关于 点 (0,0,1) 的 星 形 开 集中 , RHE w 的 原 函 数 . 

习题 10， 设 U ÆR 中 关于 原点 的 星 形 开 集 , 并 且 X = (Xi1,… ,Xi) Z: U th 


的 C1 类 向 量 场 . 
对 于 U 中 任何 C! 类 p 形式 
w= > Qi Qi AA dzi, 
对 应 作出 


p 
¿(X): o = S aiot 5O- Xandri A. Adti, A... Adri, WÈ p> 1; 
k=1 


i(X)-w=0, WẸ p=0. 
(a) 证 明 : i(X) -i(X) = 0, 并 且 对 任何 p 形式 a, 
i(X)- (eA 8) = (i(X) - a) A B + (-1}Pa A (X): 6. 
A 
X -w = (X): dw + d(i( X): w). 
证 明 
X oi(X) = (X) o X, 
Xod=doX, 
X- (anb)=(X-a)Ab+an(X- B). 
(b) 以 下 我 们 更 特别 关心 的 是 算 子 Xo, 它 与 向 量 场 Xo(z) = z 相连 带 . 
证 明 
Xo: (adzi A: A dzy) == (+a . =] dz. A++- Adap. 
i=1 f 
B h 是 已 给 函数 ; 证 明 : 偏 微分 方程 
n of 
pf + 2.50. =h 
在 U 内 有 唯一 的 C1 类 解 , 它 等 于 


1 
h*(z) = f T EE a 
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由 此 导出 ,已 给 U 中 次 数 > 1 的 形式 w, 那么 存在 着 唯一 的 形式 w, 使 得 Xow = wi; 
S o= X "wW. 证 明 
X oi(X0) = i(Xo) o X; 1, 
qe Ny =X od. 


k(w) = (i(Xo)o XH!):w XF p> 1, 
k(w)=0 对 于 p=1. 
证 明 
d(k(w) + k(dw)) =w 对 于 p>1. 
并 且 证 明 k 是 命题 2.13.2 中 的 算 子 . 由 此 重新 证 明 庞 加 莱 定 理 . 
习题 11. 计算 由 下 列 参 变量 方程 所 确定 的 环形 的 面积 及 体积 : 
z = (a + R cos 0) cos ç, 
y = (a + R cos 0) sin o, 
z = Rsin 0, 
其 中 R<a. 
习题 12， 在 R3 中 有 一 柱 面 , 它 的 母线 与 oz 平行 , 它 的 底 是 R? 中 带 边界 的 紧 
R K 的 边界 9K; 表述 并 证 明 对 这 柱 面 的 斯 托 克 斯 定理 . 
习题 13， 设 g= (gi,… ,gn) 是 从 R" 中 闭 单位 球 的 一 个 邻 域 到 单位 球面 5 的 
一 个 C? 类 映射 
计算 积分 
f oidor n A dos 及 nam A A dan: 
S S 


(S 有 通常 的 定向 .) 由 此 导出 : g 在 S 的 限制 不 可 能 是 恒 等 映射 . 
习题 14， 用 P,Q, RR 表示 R 中 开 集 U 内 的 三 个 C1 类 数值 函数 , 它们 不 同时 
为 零 ; 并 且 我 们 令 
w = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdz A dy 


(a) 证 明 在 U 中 每 点 的 邻 域内 , 存在 着 一 对 函数 u,v 满足 
duAw=0, dvAw=0, du^dv #0, 
并 且 证 明 如 果 u,v 是 这 样 一 对 函数 ， 那么 存在 着 一 个 函数 入, 使 得 


w = Àdu A dv. 
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由 此 导出 : 在 U 中 每 点 的 邻 域内 , 存在 着 两 个 数值 函数 g, h, 使 得 w = dg A dh, 
必须 而 且 只 须 do = 0. 

(b) 设 f Æ U 内 的 C1 类 数值 函数 , 它 的 偏 导数 fr, f, 大 不 同时 为 零 ; 并 且 设 
Va 是 由 f(z,y, z) = a 隐 含 确定 的 流 形 (曲面 ). 证 明 对 于 任何 数 ac f(U), 以 及 充分 
小 的 开 集 Q ， 有 下 列 关系 式 

hafaw=0 可 导出 | “=0 
na 

有 逆 命 题 吗 ? 

习题 15， 已 给 R? 中 常数 a,b,c, 确定 使 下 列 微分 形式 保持 不 变 的 R3 中 所 有 线 
性 变换 : 

w = ady A dz + bdz A dz + cdz ^ dy. 
习题 16， 考虑 在 R 中 的 微分 形式 
w = zdu A dz — 2zf(u)dz A dy + yf (y)dz A dz 


其 中 f 是 从 RR 到 RR 的 C1 类 映射 ,并且 /1) = 1. 

(a) 确定 f, 使 do = de A dy A dz. 对 于 这 样 选取 的 f, 计算 积分 J ww 其 中 5 表 

S 
示 定 向 的 球 冠 面 
r? +y? +2? =1, z> V2/2， 

定向 要 使 法 线 指向 球面 之 外 . 

(b) 确定 f, 使 得 du = 0. 对 于 这 样 选 取 的 f, 再 计算 积分 J: P 

(c) 确定 f, 使 得 存在 着 形式 wi = P(x,y, z)dz + Q(x, y, z)dy, 其 中 

P(z, u, 0) =: Q(z,u,0) = 0, 


并 且 do) = w 这 时 计算 wi, 其 中 C 是 定向 圆周 
C 
r? +y + 22 = 1, z = V2/2, 


定向 应 使 圆周 是 S 的 定向 边界 . 
习题 17， 在 R? 的 原点 O 的 一 个 邻 域 v rh, 给 出 一 个 C3 类 微分 形式 : 


w = P(z,y, z)dz + Q(z, y, z)du + R(x, y, z)dz 


(a) Æ O 的 邻 域内 , 找 出 C2 类 曲面 
(S)z = f(x,y), 
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使 得 w 在 S 上 引出 的 微分 形式 是 闭 的 四 | 出 的 形式 是 从 v 出 发 作 变 量 代 换 (z, y, z) O> 
(z,y, f(z,)) 而 得 ]. 证 明 f 是 一 个 偏 微分 方程 的 解 , 写 出 它 的 特征 方程 组 (T). 

(b) 证 明 在 原点 O 的 充分 小 的 邻 域内 , 可 作 一 微分 同 胚 , 使 (T) 的 积分 曲线 变 成 
直线 y = 常数 , z = 常数 . 此 后 假定 特征 曲线 是 直线 y = 常数 , z = 常数 , 并 且 o 属 
于 C? 类 , 曲面 S 是 怎样 的 ? 证 明 在 O 的 邻 域内 , 存在 着 一 个 01 类 函数 T(y,z), 它 
在 原点 是 零 , 并 使 我 们 有 

oT 


oT 
dw = gy^ dz, 以 及 3y © 0) £0. 


由 此 推 得 , 存在 着 一 个 C1 类 函数 r(z,y 2), 在 原点 是 零 , 并 且 满 足 
w = dU 十 了 (yz)dz， (1) 


(c) 此 后 假定 w 由 公式 (1) 给 出 , EP T K U WEERA. 证 明 : 如 果 ƏU/8z Z 
0, 方程 o = 0 不 是 完全 可 积 . 
在 假设 867/6z Z 0 下, 证 明 原 点 的 一 个 邻 域 有 C1 微分 同 胚 


x =A(X,Y, Z), u= u(Y,Z), z= Z, 


使 得 w 经 过 这 变量 代 换 后 , 变 成 dX + YdZ. 
习题 18， 设 UcR3 是 由 R3 中 满足 zyz Z 0 的 点 (z,u,z) 所 组 成 的 开 集 ; 在 
U 内 , 考虑 形式 
w = —dz + —d + —dz. 
yz rZ TY 
(a) 证 明 方 程 w = 0 完全 可 积 . 
(b) 确定 w 的 一 个 积分 因子 , 也 就 是 U 中 满足 下 式 的 一 个 ca 类 函数 f:d(fw)=0 
(可 在 给 出 f 的 偏 微分 方程 中 作 函 数 代 换 yp = log f). 
习题 19. a K b 是 变量 z1,z2,yi,yo,z1,z2 的 O! 类 函数 , 在 什么 条 件 (2) F, 
方程 组 
= adzl + bdz2, i 
dzə = adyı + bdy2 
完全 可 积 ? 
在 条 件 (2) 下 积 出 这 方程 组 [可 求 出 把 2 与 z 表示 成 a,b,z1, £2, y1, y2 的 函数 ， 
并 可 证 明 它 们 是 21, £2, y1, y2 的 线性 函数 ,] 
习题 20. i P K Q 是 四 个 变量 ry, u,v 的 C1 类 两 函数 . 在 什么 条 件 下 , 方 
程 组 
dz = Pdu — Qdu, 
| dy = Qdu + Pdv 


完全 可 积 ? 
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令 z= r+ iy, = u+ u, f(z,w) = P +iQ. 证 明 : 特别 如 果 f(z,w) 是 z 及 w 
的 全 纯 函数 , 上 面 的 条 件 成 立 . 

习题 21. 初步 说 明 : 一 个 巴 拿 赫 空间 E 中 开 集 内 的 向 量 场 是 一 个 从 Q 到 
E 的 映射 ; 如 果 它 存在 , 那么 它 在 一 点 的 导出 映射 是 从 E #lJ E 的 一 个 线性 映射 

ETE, Q 是 心 为 ro. 半径 为 > 的 一 个 开 球 . 

(a) Z U E: Q 中 C1 类 向 量 的 场 ; 考虑 方程 dr/dt = U(z) 对 t=0 取 值 zo 的 
解 p(t, zo). 

证 明 y 在 t=0 的 邻 域 中 有 二 阶 有 限 展 式 : 


plt, 10) = zo + tU (z0) + ËU (20) - U(zo) + oP) 


(b) EU K V ÆR PIF z e 满足 下 列 条 件 的 两 个 C1 类 向 量 场 : ||U (z)|| < 

M K ||V(z)|| < M. 对 于 I " 
de Í 

考虑 dz/d = U(t) XF t = 0 取 值 zo 的 解 ， 并 设 这 解 对 于 t+ = 0 取 值 z1, 考 
E dz/dt = V(t) 对 于 t = 0 取 值 zi 的 解 , 并 设 这 解 对 于 t = 0 BUE r2 考虑 
dz/d = -U (t) 对 于 上 = 0 RE r: 的 解 , 并 设 这 解 对 于 上 = 0 取 值 zs. 最 后 考虑 
dr/dt = —V(t) 对 于 t=0 取 值 zs 的 解 , 并 设 这 解 对 于 上 = 0 取 值 za. 

应 用 z, 的 有 限 展 式 , 证 明 


z4 = To + 02(V!(zo) . U (xo) E U' (xo) . V(zo)) + o(02). 
4 0 在 上 面 指出 的 区 间 内 变化 时 , z, 所 描 出 的 曲线 在 点 zo 处 的 切线 是 什么 ? 


(c) 假定 [U,V](z) = V'(z) - U(z) — U' (£): V(z) = 0 对 于 任何 ze Q. MARS 
NESHE, 证 明 在 原点 的 邻 域内 存在 着 在 Q 中 取 值 的 C? 类 映射 F(u, v), 使 得 


F(0,0) = zo, Elu v) = U(F(u,v)), Tu, v) = V(F(u,u)). 


B F SH z1, x2, £3, £4, 并 且 证 明 za = zo. 


1. 问题 的 地 位 


1.1. C 类 曲线 的 空间 


设 了 = [a,b] c R 是 一 紧 区 间 . 空间 R" 中 一 条 曲线 (以 +e 工作 为 参 变 量 ) 是 一 
个 映射 
e: I — R"; 


如 果 y 属于 Ck 类 , 就 说 这 曲线 属于 C* 类 . 更 一 般 地 , 我 们 考虑 在 (R 上 的 ) 巴 拿 
赫 空 间 E 中 的 曲线 : 作为 定义 , 一 条 C! 类 曲线 是 一 个 C1 类 映射 

e: I — E. 
曲线 集 以 明显 的 方式 带 一 种 (R 上) 向 量 空间 的 结构 . 我 们 要 把 这 个 向 量 空 间 记 作 V 
(记号 中 不 出 现 假设 已 经 给 定 了 的 E). 


我 们 要 在 V 上 确定 一 种 巴 拿 幸 空间 的 结构 . 为 此 , 必须 在 V 上 确定 一 个 范 数 ， 
并 且 证 明 对 于 这 种 范 数 , V 是 完备 的 . 


EX. 对 于 C1 类 e: I E, S 
lell = sup ||e(#)|| + sup || Z (t)||; (1.1.1) 
teI teI 


这 是 一 个 有 限 数 , BS t |le(t)|| 及 tm le Ol 是 取 值 > 0 的 连续 映射 , 从 而 它们 
在 紧 集 7 上 有 界 . 读者 可 证 明 ||yl| 正好 是 V 上 的 一 个 范 数 . 


命题 1.1.1. PA (1.1.1) 所 确定 的 范 数 , 空间 V 是 完备 的 . 
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MF. 设 (yn) 是 一 柯 西 序列 ; 既然 
sup ||Ym(t) — pn (t)|| < lle — prll, 
tEI 


对 于 一 致 收敛 的 范 数 , 序列 (y(t)) 也 是 一 柯 西 序列 ; 因此 (由 于 E 是 完备 的 ), pn 一 
致 收敛 于 连续 映射 p :了 一 E. 还 要 证 明 o 属于 C1 类 , 而 且 对 于 V 的 范 数 , o 是 序 
可 是 既然 
|, (t) — Z, (DN < le> — pnll, 

导出 映射 o, 的 序列 对 于 一 致 收敛 的 范 数 也 是 一 个 柯 西 序列 . 因此 o, 一致 收 和 敛 于 
一 个 连续 映射 y. 由 上 编 《 微 分 学 》 第 一 章 的 定理 3.6.1, 有 导出 映射 2' 等 于 y. 
于 是 

lim sup || on 的 一 2 的 | =0, lim supllen 人 的 一 2 = 0, 

neo sel ET 


从 而 
命题 证 完 . 
1.2. 有 曲线 的 泛 函 


此 后 假定 在 开 集 U c R x E x 5 中 给 出 一 个 Ck 类 映射 
F:U—R 


将 它 在 一 点 (t, z,y) € U 的 值 记 作 F(t, x,y). 
已 给 一 条 01 类 曲线 o: I — E, 使 得 对 于 te 


(t, p(t), p'(t)) € U, (1.2.1) 
我 们 将 能 把 它 附 上 一 个 实数 
J rv) va 
这 实数 依赖 于 e; 把 它 记 作 flp): 
f) = J F (t, p(t), p'(t))dt (1.2.2) 
如 果 我 们 把 满足 (1.2.1) 的 o € V 所 组 成 的 集 记 作 Q, 那么 由 于 F, 就 确定 了 一 个 


映射 
f : Q — R. 
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这 是 确定 在 映射 集 9 上 的 一 个 映射 , 或 (如 过 去 所 谓 ), 确定 在 函数 集 9 上 的 一 个 
QZR. 我 们 要 更 详细 地 研究 f 这 一 映射 . 


命题 1.2.1. Q 是 巴 拿 赫 空 间 V 中 一 个 开 集 . 
ME. 设 wo € Q; 我 们 要 证 明 : 任何 y 8 V, 只 要 |y- yol| 充分 小 , 它 也 属于 Q. 
iz K(c U) EM I A) o 的 连续 映射 
tr (t, polt), polt)) 
的 像 ; 由 于 了 上 是 紧 集 , K 也 是 紧 集 . 因此 存在 着 一 个 常数 p > 0, 使 得 满足 
lz- yol <o, lly- wold) <o 
的 任何 点 (t,x,y) € Ix E x ERTU (如果 愿意 , 也 可 用 了 的 紧 性 作出 直接 证 明 ). 
于 是 设 p € V, 并 且 lly- polv < p; RITA: H V 中 范 数 的 定义 , 对 于 任何 te€ T, 
lelt) — potle SP, 并 有 lyt) -ytle < p. 
因此 我 们 正好 有 : 对 于 任何 te I, 
(t, p(t), p(t)) € U. 


于 是 映射 f : 9 — R 在 一 个 巴 拿 赫 空 间 中 的 开 集 内 确定 , 并 且 问 它 是 否 属于 O 
类 是 一 个 有 意义 的 问题 . 

命题 1.2.2. wR F: U — R A+ Ck 类 (k > 1), 那么 (1.2.2) 所 确定 的 映射 
f:Q — RELAT Ck 类 ; 而 且 导 出 映射 f 由 下 式 给 出 : 


b b 
Pou | Ee ued S Eeoa waya, (123) 


JP uev. 

为 了 了 解 这 个 公式 , 我 们 记得 , 对 于 y e Q, f'( 0) 必须 是 L(V; R) 中 一 个 元 素 ; 
如 果 u 是 V 的 一 个 元 素 , u 是 一 个 C1 类 映射 I — Eu 表示 导出 映射 , 并 且 对 于 
te L ult) 及 uw (t) E: E KIR. 至 于 (6F/8xD)(t, yt), p(t), 这 是 Z(E; R) 中 的 一 个 
元 素 . 在 (1.2.3) 的 右边 , 出 现 了 这 元 素 对 u(t) e E 的 值 . 同样 , (8F/Oy)(t, p(t), p(t)) 
是 @(E; R) 的 一 个 元 素 , 并 且 取 它 在 u (t) e E 上 的 值 .] 

命题 1.2.2 的 证 明 . 首先 证 明 如 果 F 属于 Cl 类 , f 有 由 公式 (1.2.3) 所 给 的 
导出 映射 fr. 这 公式 表明 了 这 一 事实 : 从 Q 到 LVR) 的 映射 oç 一 f'( o) 是 连续 的 
(习题 : 证 明 这 一 事实 ); 这 表明 f 属于 01 类 . 

为 了 证 明 , 要 用 积分 号 下 微分 法 的 引 理 (第 一 章 , 引 理 2.12.2). 为 此 , 引进 由 


Alp, t) = F(t, e (t), @ (t)) 
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所 确定 的 映射 
A:Q9xI—R. 
我 们 有 x 
b 
o= | Meat 
这 是 映射 X 的 一 个 积分 ; 和 依赖 于 在 巴 拿 赫 空间 V 中 开 集 Q 内 变动 的 “ 参 变量 ”vw 
引 理 2.12.2 告诉 我 们 : 如 果 导 出 映射 6A/6w FE, 并 且 是 At e Q x I 的 连续 映射 


那么 F 存在 , 并 且 有 l 
ro=f (ed 


或 同样 有 


b 
f'(e):u -f (Ze, t) u) dt 对 于 任何 weV. (1.2.4) 


因此 先 证 明 导出 映射 8A/8w 存在 , 然后 计算 它 . 映射 X 是 一 复合 映射 
0 TE, U m 


其 中 ulo, t) = (tpt) p e); 由 假设 , F 属于 C1 类 , 因此 只 须 证 明 81/6w 存在 , 并 
且 计算 它 . 在 ulo t) 的 三 个 分 量 中 , 第 一 个 t 与 p 无 关 ; 第 二 个 是 p(t), E o € V 
的 连续 线性 映射 , 因此 它 有 一 个 常量 导出 映射 , 是 L(V R) 中 的 元 素 , 并 且 这 元 素 对 
于 wm EV 的 值 是 ult); 最 后 , 第 三 个 分 量 是 o (t), 它 是 o c V 的 连续 线性 映射 (由 于 
EV 上 选取 的 范 数 ), 因此 它 有 一 个 常量 导出 映射 , 是 —e(V;R) 中 的 元 素 , 并 且 这 元 
素 对 于 we V 的 值 是 w(t). 于 是 由 复合 映射 的 导出 映射 公式 , 就 得 到 


S(p t) -u = 5 人 p(t), p(t)) - u(t) + lt p(t), p'(t)) -u (t); (1.2.5) 


它 表 明 (0X/6e)(e,t) € L(V; R) 正 是 (y,t) € Q x I 的 连续 映射 , 于 是 作为 (1.2.4) 
K (1.2.5) 的 推论 , 关系 式 (1.2.3) 得 证 . 
这 引 理 还 告诉 我 们 WR A(y,t) 对 y 是 次 可 微 , 并 且 如 果 它 的 导出 映射 是 


(z. t) 的 连续 映射 Ta (2, )dt 是 “ 参 变 量 " y 的 C* 类 映射 . 命题 1.2.2 证 完 


1.3. f 


从 现在 起 给 出 一 个 很 简单 的 例子 (还 将 看 到 其 他 例子 )， 设 E = Rn; 取 U= 
Ix R" x (R" 一 {0}), 并 且 


F(t,z,1) = (y1)? +- + (Yn)? 


(把 z e R" 的 坐标 记 作 (z1,… ,zn), 并 且 把 y e R" 的 坐标 记 作 (y,… yn)). FE 
+ Ce 类 ( 因 已 除去 y = 0 这 个 值 ). 集 Q 是 由 满足 下 列 条件 的 C1 类 曲线 p :7 — R" 
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组 成 : 对 于 任何 te L yp'(t) Z 0. 我 们 有 
b 
fi) = f PPE 


fp) 就 是 曲线 p HMK. 这 是 o e Q 的 一 个 Cee 类 映射 (V 具有 1.1 段 中 所 说 明 的 
范 数 ). 


1.4. 极 小 问题 
满足 下 列 条 件 的 曲线 2: I — E 的 集 : 


pla)=a,  @(b)=B 


(其 中 a e EE 及 6 e E 是 已 给 的 ) 是 巴 拿 赫 空间 VV 的 一 个 仿 射 子 空间 W(o, 0). 这 
是 一 个 有 余 维 数 2 的 子 空间 , 因为 对 连续 线性 形式 


p= pla) (IX y= @(b)) 


取 定 了 一 个 值 o (或 6 ). 如 果 我 们 选取 一 个 wo € W(a, 6), W (a, 8) 中 任何 元 素 可 写 
成 下 列 形式 : 
@ = po +4, 


其 中 y e W(0,0); W(0,0) 是 一 向 量子 空间 . 于 是 po 确定 从 W(0,0) 到 W(a, 0) 上 
的 一 个 双 射 ; 这 是 由 平移 
Y — po + 
所 确定 的 一 个 双 射 . 
W(a, 8) 就 是 起 点 (a, a) 及 终点 (b, 0) 已 给 定 的 C1 类 曲线 y: I — E 所 组 成 的 
空间 . 由 于 具有 V 的 范 数 所 导出 的 度量 , W(a, 0) 是 完备 空间 . 我 们 要 考虑 集 


W(e,0)[1Q = Ra, D)， 


2 Wa p) 中 的 一 个 开 集 ， 而且 我 们 考虑 f :0 — R 在 Q(o,8) 的 限制 ; 如 果 
:UU 一 民 属 于 C* 类 , f JS Ck 类 (命题 1.2.2), 因此 了 在 仿 射 空间 W(a,6) 中 开 
集 Q(a, 0) 的 限制 也 属于 C* 类 . 

[注意 ， 在 巴 拿 替 空间 V 的 闭 仿 射 子 空间 中 的 开 集 内 , 映射 的 微分 法 有 意义 , 因 
为 通过 平移 , 可 把 这 开 集 移 到 V 的 闭 向 量子 空间 中 一 个 开 集 上 , 而 V 本 身 是 一 个 巴 
拿 赫 空间 .] 

考虑 曲线 po € Wla, 0); 我 们 可 以 问 , 局 限 在 Wla, 0) P, f 在 wo 是 否 达到 相 
对 极 小 ? 也 就 是 问 , 对 于 与 po 充分 接近 的 任何 p Ee W(a, 0), 是 否 有 


Fle) > f(po0)? 
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我 们 要 对 这 种 极 小 值 给 出 一 个 必要 条 件 . 我 们 知道 f 在 W(a,6) 的 限制 fas 有 导 
出 映射 ; 对 于 每 个 po € W(o, 0), fap 的 导出 映射 是 y 的 “ 增 量 "w 的 线性 映射 , 其 中 
u € W(0,0). 我 们 显然 有 : 对 于 we W(0,0), 


fo,a(Po) u = f'(@o) : u, 


换 句 话说 , 导出 映射 fl lpo) 是 (W (0.0); R) 中 的 元 素 , 它 是 由 fyo) € Z(V;R) 
在 V 中 向 量子 空间 W(0,0) 的 限制 导出 . 

由 上 编 《微分 学 第 一 章 的 命题 8.1.1, fao 在 po € Wao 有 相对 极 小 的 一 个 必 
要 条 件 是 

矿 (5o) 必 =0 对 于 任何 ve W (0,0); 

换 句 话说 , 在 满足 下 列 条 件 的 任何 向 量 EV E: u(a) = 0 Z u(b) = 0,f'(po) AR. 

EX. 当 情 况 如 上 所 述 , 就 说 wo 实现 了 fg 的 一 个 极 值 ; 也 说 在 满足 p(a) = a 
K e(b) = 8 的 曲线 pp: 一 互 中 oo: 一 已 是 积分 


b 
J Feet), zat 
的 极 值 曲线 @， 


我 们 不 讨论 在 什么 条 件 下 , 识别 一 条 极 值 曲线 实际 给 出 上 列 积分 的 相对 极 小 
问题 . 

KRA (1.2.3) 使 我 们 能 叙述 下 列 定理 : 

定理 1.4.1. 要 使 pE W(a, b) 是 极 值 曲 线 , 必须 而 且 只 须 对 于 属于 Cl 类 并 且 
满足 下 列 条 件 的 任何 C1 RH u: I — E: u(a) = 0 及 u(b) =0, 我 们 有 


b 
| Eeen ua) Ee A 0 aan 


1.5. 极 值 条 件 的 变换 

我 们 要 变换 定理 1.4.1 中 的 条 件 . 已 给 映射 p, (08F/0x)(t, p(t), p (t)) = At) 是 在 
—(E; R) 中 取 值 的 已 知 连续 映射 ; 同样 , (8F/6y)(t, p(t), yp'(t)) = B(t) 是 在 Z(E; R) 
中 取 值 的 已 知 连续 映射 . 问题 如 下 : 连续 映射 A(t) 及 B(t) 必须 满足 什么 条 件 , 才能 
使 得 对 于 在 t=a 及 t=b 为 零 的 任何 C1 类 映射 以 :了 一 三, 我 们 有 


| AW - u(t) + B(t) .w(t))dt = 0? (1.5.1) 


答案 如 下 : 


中 译 者 注 : 所 谓 极 值 曲线 yp : 7 一 E 不 一 定 使 上 列 积分 取得 极 值 , 只 是 满足 (1.4.1) 或 欧 拉 方 程 
(1.5.2). 而 这 条 件 只 是 y 使 有 关 积 分 取得 极 值 的 必要 条 件 ,而 不 是 充分 条 件 . 
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定理 1.5.1. . 要 使 上 述 条 件 成 立 ， LAMERA B(t) 有 导出 映射 B'(t) 等 于 
A(t). 
我 们 立刻 要 证 明 这 定理 . 事先 , 把 它 应 用 到 我 们 关注 的 情形 , 即 下 列 情形 : 


A() = EEO) BO = Eee) 


我 们 得 到 : 
定理 1.5.2. 要 使 得 o € W(a, 0) 是 极 值 曲线 ,必须 而 且 只 须 (OF/3y)(t, plt), 
2 (t)) 是 t 的 可 导 映 射 , 并 且 对 任何 t € [a,b], 


IE eea = Eee) | (1.5.2) 


方程 (1.5.2) 有 欧 拉 方程 的 名 称 ; 它 是 确定 极 值 曲线 的 方程 . 
现在 来 证 明定 理 1.5.1. 显然 条 件 At) = B'(t) 是 充分 的 ,， 因为 既然 ula) = 
0,u(b) = 0, 我 们 有 
b b q 
J (B'a ut 3: B03 ja = J S (BŒ) ult))dt 
| še p b Pü Baan. 
于 是 只 要 证 明 条 件 是 必要 的 . 


我 们 要 给 出 必要 性 的 两 种 证 明 : 第 一 种 证 明 简 单一 些 , 可 是 有 一 点 不 足 之 处 , IN 
为 在 其 中 预先 假定 了 8B/6t FE. 在 第 二 种 证 明 中 , 要 证 明 8B/68t 实际 存在 . 


第 一 种 证 明 . 既然 假定 B'(t) FE, 函数 上 一 B(t) .ult) 可 微 . 于 是 (1.5.1) 的 左 
边 可 用 分 部 积分 法 作 变换 : 得 到 
b 
IBE -uO + f (AD) — B'O) udt = 0, 


其 中 [B(t)  u(t)] 表示 B(b) .wu(b) 一 B(a):u(a). 这 式 是 零 , 因为 假定 了 映射 u:IT 一 万 
对 于 t= a 及 t=b EF. 因此 所 求 的 条 件 是 :对 于 满足 u(a) = ul(b) = 0 的 任何 C! 
žm u: I >E, 


i ZAO — B'(t)) ` u(t)dt = 0. (1.5.3) 
于 是 只 须 证 明 下 列 引 理 : 
引 理 1.5.3， 设 C : I — @(E;R) 是 一 连续 映射 , 而 且 对 于 上 = a K t= b E£ 
的 任何 C1 类 映射 久 :T 一 E, 


I I C(t) - u(t)dt = 0, 
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那么 C 恒 等 于 零 . 
引 理 1.5.3 的 证 明 . 用 反 证 法 , 假定 C 不 恒 等 于 零 . 那么 存在 着 一 个 to, 使 得 
a<to<b H C(to) Z 0. 
既然 C(to) € #(E; R) Z 0, 存在 着 一 个 uo € ,使 得 C(to) .wo Z 0. 例如 假定 
C(to) ` uo > 0 


( 当 上 式 左边 < 0 时 , 可 把 uo 换 成 —uo). 既然 C (t) 是 上 的 连续 映射 , 对 于 |t 一 to| < £ 
(适当 取 e > 0, 假定 使 得 a < to — £ < to + £ < b), RITE ; 


C(t) -uo > 0. 


然而 存在 着 一 个 Ce 类 函数 和 :了 一 Rt, 它 的 支撑 集 包 含 在 [to 一 ,to +e] 内 , 并 且 
它 在 ]to 一 ,to 十 e[ 中 > 0 (参看 第 一 章 , 4.1 Ez, 引 理 1). W w(t) = Atuo ( 纯 量 A(t) 
乘 向 量 uo € E 的 积 ) 所 确定 的 映射 作为 映射 :了 一 E. 我 们 有 : 对 于 任何 te r, 


C(t) - u(t) > 0, 


#EHXİF to — £ < t < to +e, 
QG: E 


b 
于 是 积分 f C(t) . u(t)dt > 0, 与 假设 相 矛盾 ; 我 们 得 到 了 所 寻求 的 矛盾 .因此 引 理 
1.5.3 RZ 


第 二 个 证 明 (完整 的 )， 设 Alt) 是 A(t) 的 原 映 射 , 它 对 于 t = 0 ER: 
a= f Ayar. 


我 们 有 
A(t) - u(t) = A) (t) ult) = + (Ay (t) ` u(t)) — A (0) w (t). 


由 此 得 
b b 
| (A(t) - u(t) + B(t) -u'(t))dt = [A1 (t) - u(t)]Ë + I (B(t) — A1(t)) - u (t)dt. 


我 们 要 使 对 于 在 上 = a 及 t=。 时 取 值 零 的 任何 C1 类 映射 :了 一 E, ERER. 映 
射 w 是 满足 下 式 的 连续 映射 v: 了 一 万 


三 ou = 0; (1.5.4) 
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反 过 来 , 这 样 的 v 是 满足 ula) = 0 及 u(b) =0 的 一 个 映射 u 的 导出 映射 . 因此 要 寻 
求 的 条 件 是 : 对 于 满足 (1.5.4) REMER v: I> B, 
b 
1 (B(t) — A1 (8) - v(t)dt = 0. (1.5.5) 
我 们 要 证 明 下 列 引 理 : 
b 
引 理 1.54. 8 D : I — @(E; R) 是 一 连续 映射 , 并 且 对 于 满足 J v(t)dt = 0 
的 任何 连续 映射 v: I> E, 我 们 有 
| Pazi 
那么 DD 是 一 常数 . 
如 果 和 暂时 承认 这 一 引 理 , 它 就 告诉 我 们 , 在 所 研究 的 情况 下 , 我 们 有 


这 正好 表明 B(t) 的 导出 映射 等 于 Alt) = A1(t)， 于 是 完成 了 定理 1.5.1 的 第 二 个 
证 明 . 


还 剩 下 证 明 引 理 1.5.4.， 还 是 用 反 证 法 : WR D(t) 不 是 常量 , 存在 着 ti K to, 
使 得 
a<ti <t <b, D(ti) # D(to). 


设 uo € E 118 D(t) -uo = D(t2)- uo; 可 假定 D(ti):uo > D(to)- uo. 设 ai 及 ao € R, 
使 得 D(t1) .wo > al > aa > D(t2) .uo. 对 于 充分 小 的 s > 0, RITA 


Is Sa WTF t-il, 

(1.5.6) 
D(t):us <o XF | — tə| <e, 
并 且 可 假定 s 充分 小 , 使 得 


a<ti—g8 <t +e S<to—€8 <t +e <b. 


W ÀX: R — Rt 是 一 个 C°° 类 函数 ; IIF t < — K t> e CER, 对 于 -= < t < 
s, (t) > 0 (参看 第 一 章 , 4.1 段 ) 函数 


n (t) = A(t — t1) — A(t — t2) 
b 
属于 C” 类 , 满足 J u(t)dt = 0, XIF ti-e <t< ti +e, É > 0; XF te — £ <t < 
ta +e, É <0; 在 其 他 点 处 , 它 是 零 . < 


v(t) = u(t) + uo; 
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pea Dat = 0, 又 有 


f Dü: TE a TE E t)(D(D -uo)dt — J AE OO d 
由 不 等 式 (1.5.5), 我 们 有 
f PPE I D EE f e s 


ti—é to—é 


十 E 
Cr A(t)dt > 0, 


与 假设 相 了 矛盾 . 由 此 得 到 了 寻求 的 矛盾 , 从 而 引 理 1.5.4 成 立 . 
这 样 就 完成 了 定理 1.5.1 的 证 明 . 


1.6. 对 于 极 值 曲线 f(y) u 的 计算 


在 上 一 段 中 , 找到 了 欧 拉 方 程 ; 它 显示 出 极 值 曲线 y 的 特性 , 表明 对 于 在 t= a 
及 t=。 为 零 的 任何 C1 KÄ} u: I> E, 


f'(e):u = 0. 
现在 让 假设 u(a) = 0 及 ub) = 0 除去 . 用 1.5 段 中 的 记号 , 我 们 有 
Flo) u= f AD t) + BO) w(t)dt 
已 知 对 于 一 条 极 值 曲 线 , 我 们 有 4( = B'(t), 因 
F'(p) -u = B(b) - u(b) — B(a) - u(a) 


(如 果 u(a) = 0,u(b) = 0, 那么 上 式 正 好 是 零 ). 总 之 , 只 要 p :了 一 已 是 一 极 值 曲 线 ， 
我 们 有 


(1.6.1) 


这 公式 表明 f'(y) u 与 映射 u 怎样 相关 ; 它 只 与 这 映射 对 于 上 = a K t =b 的 值 
相关 . 

如 果 o 不 是 极 值 曲线 , 那么 相反 地 , f'(e) u 的 计算 中 一 般 要 出 现 映 射 u(t) 对 
于 所 有 te [ab 的 值 . 事实 上 (如 1.5 段 中 计算 所 表明 的 ), 至 少 如 果 yp :了 一 五 使 得 
变量 t 的 映射 (8F/6y)(t, p(t), p'(t)) 有 连续 的 导出 映射 , 我 们 有 


Fe u= EO oo) O) u) - Bos pla), (a) ula) 


b 
Ş J EO s= t, olt) 0) | .wbadt (1.2) 
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2. 欧 拉 方程 的 研究 : 极 值 曲线 的 存在 性 . 例 
2.1. E= R" 情形 下 的 欧 拉 方程 
这 时 E PA z (或 y) 由 nn 个 实数 坐标 zi ,zn (或 yr ,yn) 确定 . 函数 
F(t, £1,- „Zn, Y1: Yn) 


在 开 集 U c R2n+1 中 确定 , 并 且 属 于 Ck 类 (k > 1).C1 类 曲线 o: I — R" H n + 
C! 类 数值 函数 pilt) 确定 ; 如 果 对 于 任何 te 了， 


(t, Pp1(t),: i , Pn (t), p1): S ;en (t)) EU 


就 说 p 属于 开 集 Q. 我 们 把 下 列 积分 与 2 联系 着 : 
b 
uy = J F(t, pilt), p palt) E) ,hE ) dt. 
表明 极 值 曲线 特性 的 欧 拉 方 程 (1.5.2) 在 这 里 等 价 于 含 n 个 纯 量 方程 的 方程 组 ; 


d /OF OF 
— | — | = — < ¿< - 1: 
dt (5) Əx; ` s (SEN 


这 里 约定 9F/6x; 表示 函数 
gl a en et 


并 且 对 8F/6y; 也 作 同 样 约定 . 

我 们 要 阐明 这 方程 组 , 假定 FATO 类 , 而 且 所 考虑 的 极 值 曲 线 p 也 属于 C2 
类 [我 们 立刻 (参看 命题 2.1.1) 可 看 到 , 在 关于 F 的 适当 的 假设 已 , 所 有 的 极 值 曲线 
实际 上 属于 C 类 ]. 通过 复合 (z, 用 o, (t) 代替 , y; 用 pilt) 代替 ), ƏF/Ou, Æ t 的 函 
数 , 从 而 由 复合 函数 的 求 导 公式 得 


2 ki 2 
š | Ë (t, p(t), p(t)) + > a TORAO) 


k 2 
y > =n (t, p(t), p (t)) : er (t). 


可 见 欧 拉 方 程 可 写成 含 ”个 上 的 未 知 函 数 zx1,… ,zw 的 常 微分 方程 组 [ 写 出 r 代 
$ yil: 


OF ”O02F n 92F 
t Ny X ; t 小 .zl 1 t, z, z!) g! 
EIA Aa] S ATA e rE PEIA Bahok 


= OT tma’) 对 于 1<ign. (2.1.2) 
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现 假 设 对 于 (t,x,x') € U, 行列 式 


2 
det (Be z) (2.1.3) 
是 Z 0. 那么 方程 组 (2.1.2) 可 解 成 下 列 形 式 : 


z = Gilt, £1, En, 01， x) (1 < š < n), (2.1.3”) 


这 里 如 果 F 属于 Ck 类 , G, 就 属于 C0*-? 类 . 
命题 2.1.1 如 果 行 列 式 (2.1.3) Z 0, 并 设 F 属于 C2 类 , 那么 所 有 极 值 曲线 
zi = pilt) 
属于 C2 类 . 


MF. 写 出 


oF : 
z = gy (h 2: Tn, UV1 Yn), 1 <¿<n. (2.1.4) 
Yi 


n 个 函数 z1,… ,zn 关于 yi ,yn 的 雅 可 比 行列 式 是 det(02F/0y,0u;); 由 假设 , 它 
Z 0. 因此 在 一 点 (t, £1, Za Yn ,yn) 的 邻 域内 , 可 应 用 隐 上 映射 定 理 , 得 


Yi = Gi(t, £1, , Tns Z1,* t ,Zn), 1 < ; < n, (2.1.5) 


这 里 G, 属于 C! 类 . 为 了 写 出 欧 拉 方程 , 必须 首先 表明 y 是 z, 对 变量 t 的 导出 映 


射 , 然后 
d /OF\ OF 
š) -ae 
因此 极 值 曲线 是 下 列 方程 组 的 解 : 
r: = Gilt, £1, ) Tn; Z1,; ` ` ° , Zn) 
x" (2.1.6) 


a 元 Go , Zn, G1(t, 7,2), , GA (t, z, z)) 
即 含 2n 个 变量 t 的 未 知 函 数 z, 及 z, 的 C1 类 微分 方程 组 的 解 . 因而 对 于 每 条 极 
值 曲线 , z, 及 z; 都 是 上 的 Cl 类 函数 ; 由 (2.1.5), y; 是 t 的 C1 类 函数 , 并 且 由 于 
yi = dxzi/d 可 看 出 对 于 任何 极 值 曲线 , z (t) 是 C2 类 函数 . 证 完 . 

总 是 假定 F 属于 C? 类 , 并 且 行 列 式 (2.1.3) Z 0, 可 对 方程 组 (2.1.6) 应 用 微分 
方程 组 的 存在 与 唯一 性 的 局 部 定理 : 通过 一 点 (t,x1,… ,zn) 有 一 条 并 且 只 有 一 条 极 
值 曲线 , 使 得 对 于 t= to,dxi/dt 取 给 定 的 值 . 
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2.2. 例 


初步 说 明 : 在 上 面 2.1 段 的 范围 内 ( 即 E = R" 情形 ), 假定 对 于 一 个 i(1 < i < m), 
函数 F(t, £1, Za, u: ,yn) 与 zi 无 关 , Bl] 6F/6x; = 0. 欧 拉 方 程 (2.1.1) FER 
明 : 在 任何 极 值 曲线 上 ， (ƏF/8v;)(t,o(t), p (t) 是 常数 ， 换 名 话说, (8F/Byi)(t, zx,y) 
是 极 值 曲线 的 微分 方程 组 的 首次 积分 . 

第 一 例 ， 设 F = yE). 这 是 R" 中 对 于 长 度 的 极 值 曲 线 问题 ， 


因为 : 

CORTET 
正 是 C1 类 曲线 y: I — R" 的 弧 长 . 在 这 例 中 , 对 于 任何 i, ƏF/8x, = 0; 因此 对 于 任 
n ° OF 二 Yi 

dyi Y F+ (mn)? 
在 每 条 极 值 曲线 上 是 常数 . 换 句 话说 , 极 值 曲线 的 切 向 量 的 方向 余弦 是 常数 . 这 表明 
极 值 曲线 的 切线 有 不 变 的 方向 : 如 我 们 所 预期 的 , 极 值 曲线 是 R 中 的 直线 . 我 们 可 
应 用 公式 (1.6.1) 计算 直线 上 线段 长 的 “无 穷 小 变 分 "表示 为 线段 端点 的 “无 穷 小 变 
分 ”的 映射 : 在 这 公式 中 , 向 量 ula) 及 u(b) 确定 直线 上 线段 端点 4 及 B (与 参数 
的 值 a 及 相对 应 ) 的 无 穷 小 位 移 ; (1.6.1) 的 右边 等 于 向 量 ua 及 u(b) 在 线段 AB 
上 正 交 射 影 的 差 (< 约瑟夫 . 贝 特 朗 公式 ”). 


1 B 
第 二 例 . 更 一 般 地 , 设 
F = a(z)v (y1)? + : + Wn), 


其 中 a(x) 是 z1,… ,zn BJ C* 类 函数 ( 可 任意 大 ). 如 果 a 与 变数 中 的 一 个 z, 无 


关 , 那么 
oF _ Yi 


n O Jae rF 
在 每 条 极 值 曲线 上 是 常数 : 极 值 曲线 的 切线 所 带 长 度 向 量 a(z) 在 第 i 个 坐标 轴 上 
的 投影 是 常量 . 这 一 变 分 问题 特别 在 研究 光 在 “各 向 同性 "介质 中 传播 路 线 时 出 现 ; 
“各 向 同性 " 表示 在 每 点 , 光 在 所 有 方向 传播 的 速度 相同 ; 它 与 介质 在 这 点 的 指数 成 
反比 . 这 指数 是 点 的 函数 ( 取 数值 > 0); 假定 它 足够 多 次 可 微 , 并 且 与 时 间 无 关 . 积 
分 Í Fat 应 理解 为 I 加 ,其 中 ds 是 所 考虑 的 曲线 的 弧 元 素 , v 是 光线 在 介质 中 所 
考虑 点 处 速度 ; 因此 视 分 等 于 光 传 播 的 时 间 . 然而 费 马 原理 告诉 我 们 , 光 传播 的 路 线 
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使 传播 的 时 间 达 到 极 小 . 因此 这 些 路 线 是 问题 的 极 值 曲线 . 上 述 规律 告诉 我 们 , 如 果 
介质 的 指数 (例如 ) 与 z, 无 关 , 那么 光线 切线 所 带 向 量 等 于 在 切 点 处 指数 , 而 沿 着 光 
线 传播 方向 , CE zi 轴 上 的 投影 是 常量 . 由 此 (通过 取 极 限 ) 容易 再 推导 出 笛 卡 儿 
折射 定律 : 当 介质 是 由 平面 P 所 分 开 的 两 种 均匀 物质 组 成 时 , 如 果 ma 及 n> 表示 两 
个 常数 指数 , i 及 i 表示 光线 与 P 所 夹 的 两 个 角 , 我 们 有 


1 1 : 
— COS?1 = — COS7ə°. 
ni n2 


这 里 举 出 第 二 例 中 一 种 令 人 重视 的 特别 情形 . 对 于 ”= 2, 取 
a(x) = (z2)Ë (2.2.1) 


并 在 半 平 面 z2 > 0 内 进行 讨论 (zi K za 是 坐标 ), k 是 指数 . 我 们 有 : 在 每 条 极 值 
曲线 上 ， 


这 样 就 可 实际 确定 极 值 线 .作为 习题, 请 读者 明确 讨论 下 列 几 个 情形 

k = —1 情形 ; 问题 在 于 半 平 面 zy > 0 中 的 J2 ds 这 是 “ 庞 加 莱 半 平面 " 中 罗 巴 
奥 夫 斯 基 几 何 情形 . 极 值 曲线 是 心 在 轴 Oz, KÉRI, 它们 实际 给 出 了 积分 的 极 小 . 

k = +1 情形 ; 问题 在 于 J rods. 极 值 曲线 是 “ 悬 链 线 ” za = aCh(z1/a+t 常数 ). 
这 问题 在 求 仍 小 面积 的 旋转 闪 时 出现 

k = -5 情形 ; 问题 在 于 f T BEEF zo > 0 上 , 寻求 满足 下 列 条 件 的 
曲线 C 的 弧 时 , 这 问题 会 出 现 : 一 个 重 质点 (坐标 轴 Ors 指向 重力 的 方向 ) 以 速度 
r = /2gzz 在 没有 摩擦 力 的 C 上 运动 , 使 通行 的 时 间 最 短 . 极 值 曲线 是 旋 轮 线 的 弧 ， 
BUREE Om ME. 

k = 5 情形 ; 问题 在 于 J Vzzds. 在 指向 Oz, 轴 方 向 的 重力 作用 下 , 在 抛射 体 
以 等 于 Iga: 的 初速 所 作 拍 物 线 运动 时 , 这 一 问题 要 出 现 


2.3. 力学 中 的 拉 格 朗 日 方程 


考虑 一 个 物质 系统 , 其 中 各 种 可 能 的 位 置 以 有 限 个 参 变量 ( 纯 量 ) q1,… ,qn 为 
标志 . 例如 由 有 限 个 自由 质点 所 构成 系统 的 情形 就 是 这 样 ; 更 一 般 地 , 由 所 谓 有 “ 完 
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整 ”联系 的 一 些 固体 所 构成 的 有 限 系统 情形 也 是 这 样 [有 限 个 固体 系统 的 位 置 依赖 
于 有 限 个 参 变量 . 如 果 在 这 些 固体 之 间 有 “联系 ”, 那么 在 这 些 参 变量 之 间 有 “关系 
式 ”; 它们 可 能 是 参 变量 的 函数 之 间 的 微分 关系 式 , 等 式 , 或 不 等 式 . “完整 ”情形 是 这 
样 的 情形 : 固体 之 间 的 联系 局 部 地 表现 为 一 些 参 变量 是 假设 互 不 相关 的 另 一 些 参 变 
量 的 函数 ]. 

如 果 参 变量 q, 是 时 间 t 的 可 微 函 数 , 系统 在 时 刻 t 的 动能 27 可 表示 为 4,q1,… ， 
qn 以 及 导数 q: = dgqi/dt 的 函数 . 对 于 固定 的 t,q1,… ,gqn, 这 函数 是 d, ,gq 的 二 
次 函数 . 在 好 的 情形 下 , CE q: 的 二 次 齐 次 函数 ; 一 般 地 , 我 们 有 


T =T +T + To 


其 中 T, 是 二 次 齐 次 多 项 式 , T 是 线性 ( 齐 次 ) 函数 , 并 且 To 与 这 些 ql 无 关 . 
假定 在 每 一 时 刻 , 物质 系统 受到 与 力 函 数 U(t, gq1,… ,qn) 有 关 的 力 系统 作用 : 这 
表明 如 果 固 定 在 时 刻 t 作用 力 的 系统 , 那么 当 物 质 系 统 从 一 个 位 置 (q9,.…. ,90) 到 另 
一 位 置 (ql,… q) 时 , 它 所 作 的 “ 功 ” 等 于 Ult, ql,… 1) — Ult, g, g8). 于 是 
力学 基本 原理 断定 : 物质 系统 随时 间 的 变化 由 曲线 to (alt), ,qn(t)) 确定 . 而 这 
曲线 是 积分 
J (T + U)dt 


的 极 值 函 数 . 这 积分 叫做 “作用 积分 ", 而 且 这 原理 失去 了 哈密 顿 “ 最 小 作用 原理 ”这 
一 名 称 . 

因此 写 册 有关 问题 的 欧 拉 方 程 就 得 到 物质 系统 的 发 展 方程 . 在 这 里 F = T + U, 
变量 zi ,zn 叫做 q1,… qa. 考虑 到 U 与 9 ,… ,4 AX, 欧 拉 方程 可 写成 


1<ign. (2.3.1) 


d ƏT _ ôT óU 
dt \ Oq; Oq qi : 


这 就 是 力学 中 经 典 的 “ 拉 格 朗 日 方程 ”. 
2.4. 回 到 一 般 情 形 : F(t, x,y) 与 t 无 关 情 形 
现在 求 J F(z, y)dt 的 极 值 曲线 , 其 中 F 在 开 集 U C E x E KRF O 类 . 


定理 2.4.1. 如 果 F 5 t AŽ, 函数 (3F/ðy)- y- F (E R PRÉ) 在 每 条 极 
值 曲 线 上 是 常数 . 


W. 自然 , (0F/6y)(z,y).y 表示 元 素 (0F/6y)(zx,y) € Z(E;R) 在 向 量 ye E 
上 的 值 . 必须 证 明 : 当  — y(t) 是 极 值 曲线 时 , 复合 函数 


TW, z'(t)) ` (t) — F (p(t), p(t)) 
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关于 的 导数 是 零 . 由 双 线 性 函数 的 求 导数 法 (把 这 法 应 用 于 (8F/6y) y, 因为 它 是 
0FVsy 及 y 的 双 线 性 函数 ), 我 们 有 


d (3P Y dF d (F  ,ƏF dy_ƏF dr OF dy 
dt (= l v) d dt (Z) Oy dt Or dt Oy dt’ PEN 
其 中 zx 用 w(t) RE, y 用 dz/dt = yp'(t) 代替 ; 另 一 方面 , 我 们 有 
d /(ƏFN ` OF = 
COE ( 欧 拉 方 程 )， 
终于 得 (2.4.1) 的 右边 是 零 . 
X F E y 的 n 次 齐 次 多 项 式 (对 每 个 z) 时 , 我 们 有 
OF 
sm, (2.4.2) 


这 是 经 典 的 欧 拉 恒等式 , 可 如 下 求 得 : 写 出 
F(z, ày) = A" F(x,y), 
然后 写 出 上 式 两 边 对 于 和 的 导数 在 入 = 1 时 相等 . 
例 .在 力学 中 , 如 果 忌 及 了 与 上 无 关 , 并 且 如 果 写 出 
T = T, +T + To, 
S G. Š Y 6 
i] 


OF 
2m tb 


2=1 

由 此 得 动能 定理 (在 班 勒 卫 的 推广 形式 下 ): 如 果 T E U 与 t 无关 , 那么 在 每 条 轨 线 
E, T; — To -U 是 常量 . 
25. F(x,y) E. y 的 二 次 齐 次 式 情形 

定理 2.4.1 告诉 我 们 : 在 每 条 极 值 曲线 上 , Folt) (t) 是 常数 . 此 后 还 假定 : 对 
于 每 个 x, F(x,y) 是 y 的 非 退 化 正二 次 形式 (参看 《微分 学 》, 第 一 章 , 88). 那么 我 
们 可 考虑 函数 G(x,y) = VF(z,y); WR F 属于 Ck 类 , 那么 在 任何 点 (x,y), 只 要 
y Z 0, G(x,y) 也 是 这 样 . 因此 除了 积分 f F(z,y)dt 所 确定 的 变 分 问题 外 , 我 们 还 可 
考虑 J SFE gdt 所 确定 的 这 种 问题 . 现在 要 比较 这 两 种 问题 的 极 值 曲线 . 

预先 必须 把 “ 参 变量 表示 的 曲线 ”及 “几何 曲线 " 作 好 区 别 . 空间 E 中 用 参 变量 
表示 的 曲线 简单 地 就 是 单 实 变数 te 了 = [o, 中 的 一 个 映射 


e: I— E, 
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假定 它 属 于 O! 类 ; 还 假定 对 于 任何 t e I, g(t) Z 0, 使 得 点 (w(t), yp'(t)) 正好 在 开 集 
U 内 ; 由 假设 , U 不 包含 满足 y = 0 的 任何 点 (z,y). 在 这 样 的 用 参 变量 表示 的 曲线 
E, 可 作 参 变量 代 换 

t = À(u) 


其 中 入 是 从 [a,b] 到 [a,b] 上 的 C1 类 严格 增 映射 , 并 且 对 于 任何 u, 它 有 导出 映射 
Xu) Z 0; 我 们 得 到 用 参 变量 u 表示 的 新 曲线 u 一 p(X(w)). 按照 定义 , 一 条 几何 曲 
线 是 和 上 面 一 样 可 用 参 变量 代 换 互相 推导 的 一 类 用 参 变量 表示 的 曲线 . 

这 样 , 显然 如 果 两 条 参 变量 表示 的 曲线 在 同一 类 中 , 积分 


J VFO oO 
对 于 这 两 曲线 有 相同 的 值 ; 这 与 下 式 有 关 : 对 于 任何 上 > 0, 


F(x, £y) = EV F(x,y). 
因此 积分 
| vit O 


实际 上 与 一 条 几何 曲线 有 关 ， 极 值 曲线 从 而 真是 几何 曲线 : 曲线 的 参 变量 表示 完全 
不 重要 . 当然, 对 于 | FOO o Odi 却 不 是 这 样 , 下 列 两 命题 完全 并 明了 这 两 问 
题 之 间 的 关系 : 

命题 2.5.1. | Fdt 的 任何 极 值 曲线 也 是 i: VFdt 的 极 值 曲线 ， 

事实 上 , 第 一 个 问题 的 极 值 曲线 是 下 列 方程 的 解 


d /8F\ OF 
(J = = (2.5.1) 


而 第 二 个 问题 的 曲线 是 下 列 方程 的 解 : 
2 s s 

t \ VF Oy VF Ox 

但 在 (2.5.1) 的 极 值 曲 线 上 , 我 们 知道 F 是 常数 ; 因此 这 条 极 值 曲线 也 满足 (2-5.2). 
命题 2.5.2. J Fat 的 任何 几何 极 值 曲线 有 唯一 一 种 参数 表示 法 (用 上 
0,0), RA FOUE) 是 常数 . 这 种 参 变量 表示 的 曲线 也 是 | Fat nka m. 


(2.5.2) 


T 从 有 VEat 的 一 条 极 值 曲线 


z = (u) 
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出 发 . RHE u= 和 A(t), 使 得 
VEOH), PAW) XC) 

与 t 无 关 ; 而 上 式 等 于 

A(t) : /F(0(u), pu), JER u= AG). 
函数 Fu), yU) 是 取 值 > 0 的 已 知 连续 函数 f(w); 我 们 要 求 
一 .ju)=c (c 为 常数 ) 
由 此 得 t = (1/0) J f(u)du + k, FEP k EER. 确定 c 与 k, IIF u = a,t = a: 
对 于 w= bt = 5 于 是 t 是 u 的 已 知 函 数 , 有 导数 > 0; 反 过 来 , u 是 t HEAR 


数 , 这 就 给 出 了 所 求 的 参 变 量 代 换 . 用 这 一 参 变 量 t, 曲线 z = w(t) = pA) 还 是 
(2.5.2) 的 一 个 解 , 但 因 F 在 这 曲线 上 是 常数 , z = y(t) 也 是 (2.5.1) 的 一 个 解 . 证 完 . 


2.6. 流 形 的 测 地 线 情形 


在 第 一 章 的 4.12 段 中 , 我 们 已 经 确定 了 R3 中 一 个 曲面 上 曲线 的 长 度 元 素 . 更 一 
般 地 , it M 是 R" 中 Ck 类 的 p 维 流 形 ; 如 果 我 们 用 M 的 局 部 参 变 量 表示 , 那么 M 
中 一 点 的 坐标 z1,… ,zn 是 在 开 集 U c R” 内 变动 的 p TERE u, ,ww 的 C2 


的 C1 类 函数 , 而 且 导 函数 w(t) 不 同时 是 零 时 , 复合 函数 
zi(ui(t), = upt) (1 < ign) 
确定 R" 中 一 条 C1 类 曲线 , 它 的 长 度 元 素 是 
dx1 dEn š 
es a ayy 
如 果 我 们 用 复合 函数 求 导数 定理 计算 dz; /dt, 就 得 到 


j 2 
ds N2 7 ? dz; , du; 
.| tu! H /二 

(z) > | zu) y AEP u; dt ' 


i=1 \j=1 


= F(u,- up uh, ) 


其 中 已 是 以 ,… u, 的 非 退 化 正 的 二 次 齐 次 形式 , 系数 是 u, ,un 的 O1 KR 
8. 因此 M 上 参 变量 表示 的 曲线 的 长 度 元 素 是 


Fu ,Up u4, u! )dt, (2.6.1) 
P 71 p 
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其 中 u; 由 确定 曲线 的 uilt) 代替 , u. 由 这 些 函 数 的 导数 来 代替. 
作为 定义 , 流 形 M 的 测 地 线 是 


J F(u e yup u yu)at 


的 极 值 曲线 . 这 是 “几何 曲线 ”, 因为 当 对 t 作 参 变量 代 换 时 , 给 出 曲线 弧 长 的 积分 不 
改变 . 
我 们 可 对 测 地 线 应 用 前 面 2.5 段 中 的 结果 . 这 就 引导 我 们 考虑 积分 


/re , Up; ul. ,Up)dt (2.6.2) 


的 极 值 曲线 ; 这 积分 依赖 于 几何 曲线 上 所 选取 的 参 变量 . (2.6.2) 的 极 值 曲线 oo 
STE t 的 测 地 线 , 使 得 (wi,… ,wp, ui,… u) 在 曲线 上 是 常数 : 换 句 话说 , A 
E t 必须 与 所 考虑 曲 线 的 绝 长 成 比例 改变 . 总 之 : (2.6.2) 的 极 值 曲线 是 含 与 
例 的 参 变 量 的 测 地 线 . 

在 求 测 地 线 时 , 宁可 求 (2.6.2) 的 极 值 曲线 较为 有 利 : 这 样 计算 避免 了 根 式 , 并 
且 可 能 相差 一 个 常数 因子 外 , 同时 提供 了 长 度 . 

WH (2.6.2) 的 欧 拉 方程 . 为 此 , 应 用 向 量 记 号 .v 是 C1 类 映射 了 一 R?,w 是 
u 的 导出 映射 . 我 们 把 F(u ,wp,wi，… u) 写作 F(u,u). 必须 写 出 

d /oF OF 

dt (Z) Dp 也 就 是 

BF , OF , OF 

Duou Bor Bu 
其 中 w 及 u” 是 未 知 映射 u 对 £ 的 一 阶 及 二 阶 导出 映射 ， 上 列 方程 的 两 边 在 
(R°; R) 中 取 值 ; (Rr: R) 是 空间 E = Rr 的 对 偶 空间 , 而 映射 v( 在 后 一 空 
间 中 取 值 . 必须 注意 82F/ (Bw .6w) 在 双 线 性 映射 Ex E 一 RZF, 并 且 记 号 
8?F/(ðu- ðu) u 有 点 不 清楚 , 因为 把 一 线性 映射 E — R 与 一 向 量 w 及 一 双 线 性 映 
射 ExE — RIRKA, 有 两 种 方式 . 为 了 解释 清楚 , 在 这 里 必须 记得 02 F/(0u-0u) u 
表示 映射 ƏF/6u' 的 导出 映射 6/6w 在 向 量 w 上 的 值 [不 要 与 映射 9FVavu 的 导出 映 
射 68/8w 在 向 量 w 上 的 值 相 混淆 ]. 

还 要 注意 , 由 于 F X u 是 二 次 齐 次 的 , OF/6w 对 u! 是 一 次 齐 次 的 , 并 且 它 的 
导出 映射 (0/0u)(8F/8u') 也 是 这 样 ; 又 02 F/(Əu' .9w') 对 u 是 零 次 齐 次 的 , 即 与 u 
无 关 ; 至 于 9F/6u, CXI u 是 二 次 齐 次 的 . 最 后 , 参 变量 表示 的 测 地 线 有 微分 方程 

O02F 
Ou: Ou’ 
其 中 G 在 Z(E; R) 中 取 值 , 对 w 是 二 次 齐 次 的 , 对 u 属于 C*-! 类 . 
既然 F 对 u 是 非 退 化 二 次 式 , 映射 
O02F 
pn A 


(2.6.3) 


= — u) su == Gu) (2.6.4) 


Eme 
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对 于 每 个 u, 是 从 .到 它 的 对 偶 Z(E; R) 上 的 同 构 ; 设 olu): Z(E; R) — E 是 逆 同 
构 , 它 对 u 属于 C* 类 , 把 c(u) 作用 到 (2.6.4) 的 两 边 , 就 得 到 与 (2.6.4) 等 价 的 一 个 
方程 

u” = o (u) - G(u, u’) (2.6.5) 


上 式 右边 H(u,u) 对 w 是 二 次 齐 次 的 , shu 属于 O 类 , 在 E 中 取 值 . 这 是 用 参 
变量 表示 并 与 弧 长 成 比例 的 测 地 线 的 微分 方程 . 

现在 对 方程 (2.6.5) 应 用 二 阶 微分 方程 存在 与 唯一 性 的 局 部 定理 . 但 首先 验证 : 
如 果 w(t) 是 一 个 解 , 那么 无 论 常数 是 什么 , w(ob) 也 是 一 个 解 : 既然 参 变量 t 限于 
与 测 地 线 的 弧 长 成 比例 , 事先 就 可 知 这 一 点 ; 在 (2.6.5) 上 验证 它 要 借助 于 方程 右边 
是 w 的 二 次 齐 次 映射 H(u, u) 这 一 事实 . 这 样 , 如 果 已 给 初始 值 w(0) 及 初始 导出 映 
SHE w(0), 那么 存在 着 一 个 并 且 只 有 一 条 测 地 线 u(t) (在 区 间 -e < t < +e 中 ) 对 
应 于 这 些 初始 值 . 如 果 我 们 用 常数 > 0 乘 w(0), 不 能 改变 几何 曲线 . 因此 存在 着 一 
条 、 并 且 只 有 一 条 几何 测 地 线 通过 给 定 的 一 点 、 还 在 这 点 与 一 个 给 定 的 直线 相 切 . 

男 一 方面 , 要 把 上 编 《 微 分 学 》 第 二 章 的 定理 3.8.1 应 用 到 方程 (2.6.5); 这 定理 
对 任何 C1 类 二 阶 微分 方程 适用 . 因此 为 了 应 用 这 定理 , 假定 二 次 形式 Flww) Æ u 
的 C2 类 映射 , 于 是 参 变 量 表示 的 测 地 线 是 下 列 方程 的 解 : 


u” = H(u,u), 


HH H(u,u') X} u EF O 类 . 现 应 用 上 编 《微分 学 》 第 二 章 的 定理 3.8.1, 把 那里 的 
r 换 成 wu z' 换 成 w. 相应 于 已 给 初始 值 的 解 是 


u(t) =a (常量 ). 


这 样 , 上 述 定理 3.8.1 后 的 注释 使 我 们 得 到 下 列 结论 : 

如 果 已 给 与 a 充分 接近 的 两 点 5 及 ce RP. 那么 存在 着 一 个 并 且 只 有 一 个 接近 
0 的 初速 w(0), 使 得 对 于 |t| < 1 有 测 地 线 ult), 它 满足 u(0) = b A u(1) = c 简单 地 
说 . 存在 着 一 条 、 并 且 只 有 一 条 测 地 线 通过 与 a 充分 接近 的 两 点 5 及 c. 


2.7. 流 形 上 曲线 的 极 值 问题 
为 了 简化 , 假定 E = R", 并 且 设 S 是 R 中 O (p 充分 大 ) 类 的 流 形 (参看 第 
二 章 , 4.7 Ez). 给 定 了 S, 以 后 只 考虑 这 样 的 C1 类 曲线 


ge: I — R” 


对 于 te 了 = [a,b], RITE y(t) 8 S 的 . 这 样 的 曲线 叫做 “在 S E". 它们 在 所 有 C' 
类 曲线 构成 的 巴 拿 赫 空间 V 中 , 形成 一 个 子 集 Vs (参看 1.1 Ez); 对 Vs, 我们 赋予 V 
的 拓扑 的 诱导 拓扑 , 可 是 Vs 不 是 一 个 子 向 量 空 间 . 
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如 同 从 开始 以 来 一 样 , EFE U c R x E x E 中 给 出 一 个 Ck 类 数值 函数 F, 
并 且 把 对 任何 te r, 满足 tpt) w(t)) € U BJ p 所 形成 V 中 开 集 记 作 Q. 于 是 
Vs 19 是 拓扑 空间 Vs 中 一 个 开 集 . 

极 小 问题 ， 设 0s(a, b) 是 满足 p EVs N9, pla) = o K pb) = 8 BJ p 所 组 成 
的 集 ; 这 是 一 个 拓扑 空间 , 设 它 不 是 空 集 [这 就 导致 点 a Ee R” 及 8 € R" 属于 5 的 
同一 连通 分 支 ]. 设 po € Qs(a, 0). 要 问 对 于 y E Qs(a, 8), po 是否 给 出 

b 
jp) = | Peo), Od (2.7.1) 
的 一 个 相对 极 小 ? 换 句 话说 , 是 否 对 于 与 wo 充分 接近 的 [对 于 Qs(a,B) 的 拓扑 ] 所 
有 g E&E Qs (a, b), 
f(e) > Flipo)? 
我 们 要 证 明 下 列 定 理 : 

定理 2.7.1. 要 使 得 当 o 在 Qs(a, 6B) 中 变动 时 , po 给 出 (2.7.1) 的 一 个 相对 极 

小 , 必须 对 于 属于 C1 类 并 且 具 有 性 质 P(S) 的 所 有 u: I — R", 我 们 有 
f'(eo) u = 0, (2.7.2) 


这 里 P(S) 是 : 我 们 有 ula) = 0,u(b) = 0, 并 且 对 于 任何 t € L, WE ult) € R" 在 点 
polt) 与 流 形 S 相 切 [关于 向 量 与 流 形 相 切 的 定义 , 见 第 一 章 命题 4.7.2. 设 z € S; 如 
果 一 个 向 量 属于 切 向 量 空间 T, (S), 就 说 这 向 量 在 点 z 与 S 相 切 ]. 


注释 .在 1.4 段 中 , 求 得 的 必要 条 件 是 : 对 于 在 t= a K t= b 是 零 的 任何 C1 
类 映射 u: I — R”, jeoo) :w= 0. 在 这 里 , 在 定理 2.7.1 中 , 只 考虑 映射 的 更 小 的 
集 ; 因此 加 上 yo 的 条 件 (2.7.2) 比 在 1.4 段 中 找到 的 条 件 弱 一 些 . 这 是 有 利 的 , 因为 
如 果 我 们 想 一 想 例 如 曲线 弧 长 的 极 小 问题 , 2.1 段 中 的 条 件 实际 要 求 这 曲线 是 一 直线 
Ez; 然而 在 这 里 要 曲线 在 已 给 流 形 S E, 而 且 联 结 S 上 两 点 的 直线 段 也 在 S 上 的 机 
会 极 少 . 


在 证 明定 理 2.7.1 前 , 我 们 记得 有 
b 
foo) u= f [Eeee -uO + BC o a eTa) 
(参看 关系 式 (1.2.3)). 
定理 2.7.1 的 证 明 . 设 当 
tel, JEB |N <= (e >0 小 ) 


时 , 两 个 实 变 量 t 及 和 的 已 给 01 类 映射 v(t, 入) 在 S PRÉ. 这 映射 确定 含 一 个 参 
变量 和 的 曲线 族 px: I — S, 即 


PA (t) = p(t, 2). 
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假定 w(t,0) 恰好 是 定理 2.7.1 叙述 中 的 映射 polt), 并 且 对 于 任何 à, pala) = a, 
px(b = b; 那么 对 于 充分 小 的 | 和 A, RITA px € Qs(a, 0). 还 假定 及 8w/6t 有 对 入 
的 偏 导出 映射 : 


By 8 dy 
PÉN 及 (A 


ðA ot 
并 且 它 们 是 (z, A) 的 连续 映射 那么 
b 
son= fF (eve Zen) 


是 变量 À 的 可 微 函 数 , 并 且 /号 下 微分 法 引 理 告诉 我 们 : 上 式 右 边关 于 和 的 导数 对 
于 入 = 0 等 于 . 


b 
J enna eon Eeoa aeo] era 


如 果 po 给 出 f(y) 的 相对 极 小 , 那么 f(y、) 关于 À 的 导数 对 于 和 = 0 必然 是 
零 ; 因此 表示 式 (2.7.4) 必然 是 零 . 这 样 , 如 果 证 明了 下 列 引 理 , 定理 2.7.1 显然 得 证 . 


引 理 2.7.2. WÈ u: I — R” 是 C1 类 映射 , 并 且 满 足 条 件 P(S), 那么 如 同上 面 
一 样 , 存在 着 一 个 在 S 中 取 值 的 映射 y(t, A), 使 得 


y(t, 0) E polt), t a, 0) = u(t), a 0) = u (t). (2.7.5) 


[直观 地 说 , 这 表示 可 把 曲线 o 纳入 一 个 S 上 的 曲线 族 2, P, 使 得 对 每 个 值 + e I, 
当 A 从 0 出 发 变动 时 , y(t, A) 的 “无 穷 小 位 移 ” 等 于 与 S 在 点 polt) 相 切 的 向 量 
u(t).] 

对 于 这 引 理 的 证 明 , 我 们 只 作 简 单 的 提示 , 而 不 详细 进行 . 假定 流 形 s 属于 C3 
类 : 从 而 这 流 形 的 ds? 是 局 部 表示 S 的 参 变量 的 C2 类 映射 . 于 是 5 的 测 地 线 的 微 
分 方程 属于 C1 类, 因而 可 对 它 应 用 存在 性 及 对 初始 条 件 的 依赖 性 的 一 般 定理 . 对 于 
每 点 ze S 以 及 每 个 切 向 量 ç e T, (S), 连带 着 有 测 地 线 


À —> g(r,y,N), 


其 中 参 变量 取得 与 测 地 线 的 弧 长 成 比例 , FE g(z,y 0) = z, (8g/0X)(z,v,0) = y; 如 
果 ||Xyl| 充分 小 , g(x,y, 入) 是 确定 的 . 这 样 确定 的 gle, y, à) 属于 Cl 类 . 在 g(z,u, À) 
中 把 z HR polt), 并 把 y 换 成 u(t); g(ypo(t), ult), A) 就 是 满足 引 理 中 条 件 (2.7.5) 的 
映射 y(t, u). 


b 
定义 ， 满足 定理 2.7.1 中 必要 条 件 的 曲线 po : I — S 叫做 F(t, p(t), 2 (0))dt 
在 S 上 的 极 值 曲线 
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现在 再 写 出 2 来 代替 yo, 我 们 看 到 : 曲线 p :了 一 5 是 极 值 曲线 , 必须 而 且 只 
须 对 于 满足 条 件 P(S) 的 任何 C1 žeh u: I> R, 我 们 有 


b 
J (FEDO -ud Eeo O] =o Arg) 


2.8. 上 列 情形 的 变换 
我 们 要 像 在 1.5 段 中 那样 进行 . 但 在 这 里 为 了 简化 , 我 们 承认 当 ” 是 极 值 曲线 
时 , t 的 映射 本 
ov p(t), p'(t)) 
有 导出 映射 . 如 同 在 1.5 段 中 一 样 , 令 


AG) = Bo WO), BO= SC(t o), z'(0), 


由 于 ula) = 0,u(b) = 0, 用 分 部 积分 法 得 
b 


b 
f (ACH) ` u(t) + B(t) - u (t))dt = f (A(t) — B' (t) ` u(t)dt. 
因此 o 是 极 值 曲线 的 条 件 是 : 对 于 满足 条 件 P(S) 的 任何 C1 类 映射 u: I — R". 
f ‘(AW B'O) wat = 0 


像 在 引 理 1.5.3 的 证 明 中 那样 论证 , 可 以 证 明 : 对 于 任何 te + S 在 点 p(t) 处 的 
任何 切 向 量 上 , 线性 形式 Alt) — B'(t) e (RR) 必须 是 零 , 作为 习题 , 这 留 给 读者 
证 明 . 当然 , 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 . 结论 是 : 


定理 2.8.1. 要 使 得 p: 了 一 5 是 极 值 曲线 , 在 
OF ; 


是 二 的 可 导 映 射 条 件 下 ,必须 而 且 只 须 , 对 于 任何 te L, 在 点 z = p(t) 处 的 切 空间 
T,(S) 中 所 有 向 量 上 , 元 素 


S Eeo) -EE e o), (0) e LRR) 


因此 在 这 种 情形 , 这 就 是 代替 定理 1.5.2 中 欧 拉 方 程 的 结果 
S. JR n=3,3ËBi* S c Ra 是 3 维 欧 几 里 得 空间 中 一 个 曲面 . 取 


F(t, £1, £2, £3, Y1, Y2, Y3) 二 (y1)? F (y2)? + (y3)? 
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因此 积分 | Fit ptp (tdt 是 给 出 曲线 弧 长 的 积分 , 并 且 极 值 曲线 是 曲面 S 的 
测 地 线 ; 把 它们 看 作 周 围 R 空间 中 的 曲线 , 现 表 述 定理 2.8.1 中 的 条 件 : 线性 形式 
9F/6y 的 系数 是 ƏF/ðy, OF/ðyz, OF/Əyz, Bl 

oF _ Yi 

Oyi Yy tyty 
也 就 是 曲线 ¿ 的 切线 的 方向 余 统 .因此 (d/dt)(8F/ðy) 是 曲线 o 的 单位 切 向 量 
(对 t 之 导出 映射 的 分 量 ; 它们 与 曲线 y 的 主 法 线 上 单位 向 量 的 分 量 成 比例 . 因此 
定理 2.8.1 表明 : 曲线 在 点 y(t) 的 主 法 线 与 5 在 点 p(t) 的 所 有 切 向 量 正 交 . 换 句 话 
说 , S 的 测 地 线 是 这 样 的 曲线 : 在 曲线 上 每 一 点 , 曲线 的 主 法 线 就 是 曲面 S 的 法 线 . 


3. 二 维 问 题 


b 

到 现在 为 止 ,我 们 研究 了 与 曲线 ç : T — 相 联 系 的 单 积 分 f F(t, p(t), (Edt 
H AA. 对 于 研究 重 积 分 的 变 分 , 现在 只 作 一 些 简短 的 提示 ” 
3.1. 问题 的 地 位 

代替 线段 I CR, RIEZ ERARE K c R (在 平面 R? 中 , 取 坐 标 
t1,t2). 关于 带 C1 类 边界 的 紧 集 概念 , 请 再 参看 第 一 章 的 4.2 段 . 如 果 一 个 映射 

e: K — E (其 中 E EE— EL Srik2= MN) 

在 K 上 连续 , 在 K 的 内 部 属于 Cl 类 , 并 且 如 果 o 的 一 阶 偏 导出 映射 可 连续 开拓 
到 aK, 那么 就 说 o 属于 C1 类 . C01 类 的 映射 p : K 一 请 组 成 一 向 量 空间 V. 在 V 
(t to) 


Op 
lell = Sn le(ti,toə)|| + gup Jn €n t2) . 


da + sup 
Ot. K 
可 以 证 明 : 对 于 这 一 范 数 , V 是 完备 的 (证 明 在 细节 中 略 有 困难 , 现 不 详细 讨论 ); 因 
此 V 是 一 个 巴 拿 赫 空间 . 

另 一 方面 , 在 开 集 UC R x R x E x E x E PAHA C*(k > 1) 类 的 数值 映 
射 F(ti,t2, £, Y1, 12). 

设 e EV, 并 且 使 得 对 于 任何 点 (ti1,t2) € K, RMA 


Op Op 
ntn (nt), E ti, to), Dt, PE ttn, ta)| € U; 


= 
ôt 
所 有 这 样 的 o 组 成 巴 拿 赫 空间 V 中 一 个 开 集 Q (证 明 与 命题 1.2.1 的 证 明 类 似 ; 证 
明 中 要 用 到 K 的 紧 性 ). 对 于 ps Q, RIE A” 


Op Op 
o= jfr not e p (ti, t2), ' Dt aa A t2), 2 a N ta)| dt. A dt>. 
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我 们 要 证 明 f : 9 一 下 属于 CF 类 (如 同 研一 样 ), 还 要 证 明 对 于 任何 we V, 我 
们 有 


OF Ou OF Ou 
ous ff : u(t1,t2) + a an Sma Ea (t) an A dtz, 
(3.1.1) 


这 里 在 

oFf OF p F 

ðr’ y Ovy2 
中 , 必须 把 x 换 成 p(t1,t2), y1 换 成 Bu/6ti, 并 且 yz 换 成 Əu/Ətə. 

在 1.4 段 中 , 已 经 提出 了 关于 y(t) 的 极 小 问题 , 其 中 yla) 及 yob) 有 给 定 的 值 . 

在 这 里 , 线段 I 的 端点 a K b 的 地 位 , 要 由 带 边界 的 紧 集 K 的 边界 9K 来 取代 . 
因此 我 们 只 考虑 这 样 的 p : K 一 E, 它们 在 6K 的 限制 是 一 个 给 定 的 属于 C1 类 
的 % : 0K 一 BE. 这 些 yp 组 成 巴 拿 赫 空间 V 的 一 个 仿 射 子 空间 WW(w); 给 定 一 个 
po € W (p) 就 确定 了 从 W (p) 到 W(0) 上 的 一 个 双 射 , 即 


P > P- PO 


(映射 p - wo 在 边界 9K LÆR). 
已 给 wo € Q, 在 所 有 与 po 充分 接近 、 并 且 在 OK 与 wo 有 相同 限制 的 p 中 ,我 
们 可 以 问 : wo 是 否 可 使 f(e) 达到 极 小 . 关于 极 小 的 一 个 必要 条 件 是 : 在 向 量子 空间 
W(0) 中 所 有 向 量 u 上 , 导出 映射 六 (oo) 取 值 0. 作为 定义 ， 一 个 这 样 的 孙 数 wo HH 


做 关于 积分 
Op öp 
ff (otot), py 站 dt. A dtz 
的 极 值 曲面 . 


于 是 再 把 wo 写作 ç ,并 且 考 虑 到 关系 式 (3.1.1), 我 们 可 陈述 : 


定理 3.1.1. 要 使 得 属于 QQ 的 yp :KK 一 万 是 一 极 值 曲面 , 必须 而 且 只 须 对 于 任 
何 Cl 类 映射 以 :K — E, 只 要 它 在 边界 OK 上 任何 点 是 零 , 就 有 


f. 12: u(ti,t2) + s=: > (t1, t2 )+ ar: 党 (1st) dh A dtəo = 0 (3.1.2) 
在 (3.1.2) 的 左边 , 9F/8zx 表示 
a (taolint) SE, SE), 并 且 对 SE 及 对 E 也 类 例 | 


这 定理 与 定理 1.4.1 类 似 . 
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3.2. 极 值 条 件 的 变换 


令 
OF op ðp\ _ 
3 (toton ta), ph z) = Alti, t2), 
oF op OpN _ 
5 人 Ən z) = Bı (tı, t2), (3.2.1) 


OF | op OpN _ 
“aa (ee plt1, t2), Dt’ F) = B2(tı,t2). 
这 些 是 在 K 上 连续 , 在 Z(E; R) 中 取 值 的 映射 . 
我 们 还 要 假定 Bi 及 B, 属于 C1 类 , 并 且 在 这 较 强 的 假设 下 , 要 证 明 下 列 引 理 : 


引 理 3.2.1. 要 使 得 对 于 在 9K 上 是 零 的 任何 C1 类 的 u: K — E, 积分 
JJ (Atata) . u(tı, t2) ca B. (tı, to) : 十 Bo(t,12) ZE ) dt. A dt» (3.2.2) 
K 


Oti Ot2 
是 零 , 必须 而 且 只 须 
_ B, ôB 
= Ot, ôtə 


证 明 概 要 .已 给 映射 u: K 一 E, 考虑 含 两 个 变量 ti 及 to 的 一 次 微分 形式 : 


4 (3.2.3) 
Q = [B. (t. ,tə) 5 u(ti, t2)ldt2 = [B2(t1, t2) Š u(ti,toə)]dt, 
我 们 有 
Nn 
(mü). + zy) 总) 1 A dto 


B 
= dw — ( Sa T) utata) dt. A dt2;: 


Bt pb 
因此 积分 (3.2.2) 等 于 


OB! Bz 


然而 由 斯 托 克 斯 定理 ， 
es s 


上 式 是 零 , 因为 既然 在 任何 点 (t1,t2) € OK, ulti, t2) = 0, ÉR w 在 0K 上 引出 零 . 
因此 对 于 在 9K 上 是 零 的 任何 C1 类 u, 积分 (3.2.2) 等 于 


OP Bə 


要 使 得 对 于 (在 OK 上 是 零 ) 的 任何 u, 上 列 积分 等 于 零 , 必须 (显然 也 是 只 须 ) 
映射 4 一 9B1/6t1 — 0B>/Ətə 恒 等 于 零 : 论证 与 证 明 引 理 1.5.3 相似 , 请 读者 作出 . 于 
是 条 件 (3.2.3) 是 必要 及 充分 的 . 
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考虑 到 (3.2.1) 中 所 给 出 A, B, 及 B> 的 值 , 我 们 已 经 证 明 : 
定理 3.2.2. 要 使 属于 的 yp:K 一 马 是 极 值 曲面 , 必须 而 且 只 须 我 们 有 
EAC | (3.2.4) 
Oz Ot1 \Oy1 Ət> \ Oy2 
这 里 约定 在 OF/0x, 以 及 在 6F/Byi 及 OF/ðy 中 ,把 x HR plti, t2), y1 换 成 Op/6t1， 
并 且 yo 换 成 9p/0to. 这 就 是 代替 欧 拉 方 程 的 方程 . 
注释 . 上 列 方程 只 是 假定 8F/8yi 及 8F/6yz Xİ ti 及 to. 属于 Cl 类 时 证 明 的 . 
关系 式 (3.2.4) 表明 


Sidt, Adta = d [Sat — SE ae, ) ; (3.2.5) 
Dr Oy1 Ovy2 


这 是 极 值 曲面 方程 的 另 一 写法 . 
HRR F (ti, t2, £, y1, 12) 与 z 无 关 时 , 条 件 (3.2.5) 简单 地 表明 : 微分 形式 


OF Op Ow oF Op Op 
Es O RR Te, e 32 
Ovi @ 2; a 8 ) dt2 Oy2 (a. 2; ðtı’ Ətə 1 


是 闭 的 ( 它 的 外 微分 是 零 ). 


例 .， 在 空间 R h, 把 zx,y,z 叫做 坐标 , 并 且 考 虑 由 z = v(x,y) 所 确定 的 曲 
面 . 在 上 面 的 理论 中 , 取 E = R, 并 且 把 ti 换 成 r, to 换 成 u, z 换 成 z, 8p/6ti 换 成 
ðz/ðx, 并 且 6w/6tz 换 成 9z/6y; 我 们 要 采用 经 典 的 记号 : 用 p 代替 9z/6x,g RE 
Oz/Oy. 

设 已 给 函数 F(p, q) 与 x,y,z 无 关 ; 考虑 泛 因 


JJ Fe. A ay, 


其 中 积分 取 在 曲面 z = yp(z,y) 上 满足 (x,y) e K 的 一 部 分 . 极 值 曲面 是 使 微分 形式 


(其 中 p K q 代替 了 Bw/6zx 及 9p/6y) 是 闭 形式 的 曲面 . 
更 特殊 地 , 取 


F(p,q) = V1 +p +q; 那么 V 1 + p2 + q2dz Ady 
是 曲面 z = yle, y) 的 面积 元 素 . 积 
I V1 +p? + q2dz A dy 
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的 极 值 曲面 叫做 极 小 曲面 [因为 , 事实 上 , 一 片 充 分 小 的 这 种 曲面 , 对 于 有 相同 边界 
的 “邻近 ”曲面 , 实现 了 极 小 的 面积 ]. 由 (3.2.4), 极 小 曲面 是 下 列 方程 的 解 : 


E EEE ENE sa E E m. (3.2.6) 
00 TF 
这 是 一 个 二 阶 偏 微 分 方程 , 其 中 未 知 函数 > 有 两 个 变量 x 及 y 展开 上 列 方程 ， 
即 得 
(1 +q2)r — 2pqs + (1 + p?) t = 0, (3.2.7) 
其 中 7, s,t 分 别 表示 02z/8x?, 02z/0z0y,02z/0vy?. 


习题 
习题 1. 在 [ai 上 C2 类 曲线 (在 巴 拿 赫 空 间 E 中 取 值 ) 的 空间 中 , 取 范 数 
zl = sup (lz 的 | + læ (ON + e” E). 
te[a,b] 
如 果 F(t, x,y,z) 是 C1 类 的 映射 , 令 
b 
f(s) = | Faz), (at. 
证 明 f 是 x 的 可 微 映射 , 并 且 导 出 映射 由 下 式 给 出 : 


b 
Perua (E ut s ra) a 


(为 了 书写 简化 , 已 令 


ÔE hale) a (Eae) ut) = E u, 等 等 ) 


用 分 部 积分 变换 这 一 导出 映射 . 
习题 2. 确定 下 列 积分 的 极 值 曲线 : 
b b b 
f ¿z dt, f CER E f z(a! +y' + t)dt. 
如 果 下 列 积分 中 的 F 关于 第 三 个 变量 是 线性 的 或 仿 射 的 , 那么 下 列 积分 的 极 值 曲 线 
一 般 情 况 如 何 : 
r= | Fe, yan 


习题 3， 设 有 下 列 形状 的 积分 : 


习 = . 293 - 


其 中 FF 是 在 整个 平面 上 的 C1 类 数值 函数 . 如 果 极 值 曲线 存在 , 设 zo( 是 这 条 极 值 
曲线 , 并 且 zo(a) = a, zxo(b) = 8; 又 设 c(t) 是 另 一 01 类 函数 , 并 且 z(a) = az( = 
b. 

证 明 


b 
r) tao) = Í |Fü.z) Pla) = e = ah) (ad) a 


由 此 导出 : 如 果 F 是 第 二 个 变数 的 凸 函数 , 那么 zo 实现 一 个 绝对 极 小 (应 用 上 
编 《 微 分 学 》 第 一 章 , 习题 8). 
习题 4. 对 于 下 列 积 4 


b 
f (xz? — x° )dt 


满足 条 件 z(a) = o,z(b) = 6 的 极 值 曲线 , 研究 它 的 存在 及 唯一 性 . 
习题 5， 设 和 是 已 给 常数 , 求 下 列 积分 的 极 值 曲线 : 


+1 
I, (z) = 人 (2 +A?) z'2dt 


(a) 证 明 : 如 果 和 Z 0, 那么 对 于 a Z b, 存在 着 一 条 并 且 只 有 一 条 极 值 曲线 通过 
点 (—1,a) 及 (1,b), 而 且 它 实现 积分 I, (z) 的 一 个 绝对 极 小 . 

(b) 如 果 入 = 0, 证 明 C! 类 极 值 曲线 不 存在 . 证 明 Doleo) 不 可 能 是 零 , 但 适当 选 
WRZ e(t), 可 使 这 积分 任意 小 . 

习题 6. (a) 初步 问题 . 设 Q 是 巴 拿 赫 空间 E 中 开 集 , f 及 9 是 在 Q 中 取 实 值 
的 两 个 C1 类 映射 . 

C 是 已 给 常数 , 考虑 满足 g(r) = C 的 点 z 所 组 成 的 集 V c Q. 设 a E: V 中 一 
点 ; 假定 g'(a) Z 0. WEH g'(a) 的 核 N 有 余 维 数 1. 

设 u € N,u Z 0; 证 明 包 含 在 V 内 、 通 过 a、 并 且 在 a 与 向 量 u 相 切 的 C1 类 1 
维 流 形 中 , 存在 着 一 个 元 素 . (可 求 V 与 方程 z = a + À + jw 所 表示 2 维 平面 的 交 
集 , 这 里 v 是 固定 的 , 并 且 vg N; 应 用 隐 映 射 定 理 , 证 明 这 交集 在 a 的 一 个 邻 域 中 
的 限制 是 所 求 流 形 的 元 素 ). 

由 此 导出 : 如 果 f 在 V 的 限制 在 a 有 极 值 , 那么 对 于 任何 we N. f'(a) :w= 0; 
然后 证 明 f'(a) 与 g'(a) 成 比例 . (证 明 如 果 v Z N, 


-90) =0) 


f'(a) 


(b) 应 用 ， 设 了 是 区 间 [a, b]; F(t, x,y), Gt, x,y) Æ I xR” xR” 中 的 两 个 Cl 类 
函数 ; a, B,C 是 三 个 已 给 数 . 
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必 


b 
fe) = f Fe,z(),z(D)a, 
b 
oo- | G(t,z(t),z'(t))dt. 
在 [a,b] 上 的 C1 类 映射 z(t) 中 , 找 出 满足 


z(a) = o, 
z(b) = B, 
uy(z) = C 


并 且 使 得 f(z) 取 极 值 的 映射 

证 明 : 如 果 这 样 的 函数 colt) 存在 , 并 且 如 果 g'(zo) Z 0, 那么 可 找到 一 数 使 
得 rolt) 是 积分 f(z) - Ag(z) 的 一 条 极 值 曲线 volt, 和)， 数 入 是 由 下 列 条 件 逆 推 确 
定 的 : 

g(yo(N)) = C. 
例 ， 求 在 R? 中 联结 原点 及 点 (1,0), 并 且 满 足 f Pdz + Qdy = C 的 最 短 曲线 
r 

T, 这 里 (P, Q) 是 R 中 的 C1 类 向 量 场 , (可 把 T 用 它 的 弧 s 作为 参 变量 来 表示 , 并 
且 写 出 z(s),y(s) 所 满足 的 二 阶 常 微分 方程 组 .) 

证 明 如 果 P'y - Q'z 是 一 常数 , 那么 是 一 圆 弧 ; 指出 怎样 确定 À. 

习题 7， 应 用 上 题 第 一 部 分 , 在 满足 f r?du = C, 以 及 7(0) = r(2z) = 0 (C 

0 

是 已 给 常数 ) 的 C1 类 函数 r(u) 中 , 找 出 使 下 列 积分 达到 极 小 值 的 : 


2r i 
J 0 十 pe) 2 du. 
0 


[这 就 是 用 极 坐标 来 求 : 能 围 出 已 给 面积 的 最 短 封闭 曲线 .] 

习题 8. 采用 半 极 坐标 (r,0,2), 把 由 7 = f(z),a < z < b (f 是 正 函数 , 属于 Cl 
类 ) 所 确定 的 旋转 曲面 记 作 Y (f). 

(a) 把 这 曲面 的 面积 AC) 用 [a,b] 上 简单 积分 的 形式 表示 出 来 , 并 且 求 出 使 这 
积分 的 极 值 函数 f [可 先 求 f 的 反 也 数 ]. 

(b) 对 于 a < z < z2 < b, Ħ V(zi, z2, f) 表示 R3 中 由 不 等 式 0 < r < f(z),z1 < 
z < z2 以 及 曲面 A(z1, zo, f) 所 确定 区 域 的 体积 , 这 里 A(z1, 22, f) 表示 DO(S) 上 包含 
在 平面 z = z 及 z = 22 之 间 的 部 分 及 其 面积 . 

证 明 问 题 (a) 中 所 确定 的 极 值 曲面 , 以 及 旋转 柱 体 使 比值 


V (2z1， Z2, f) 
A(zı, 《2) f) 


习 题 ”295 : 


与 z 及 2 无关, 并 且 在 围绕 Oz 的 旋转 曲面 中 , 只 有 它们 具有 这 一 性 质 . 
习题 9， 设 f(t,x,y) 是 在 9 x R 内 确定 的 一 个 C2 类 数值 函数 , Q 是 平面 上 的 
一 个 凸 开 集 . 我 们 要 研究 满足 下 列 条 件 的 函数 f: 
of f F _ 
(D) ðr Oy ”Ərðy > 


A 及 B 表示 Q 中 横 坐 标 是 a R b 的 两 点 , a Z b, 考虑 


b 
Ü f (t,x, z')dt. 
(a) 证 明 只 要 Q 中 所 有 直线 段 是 极 值 线 , 条 件 (D) 成 立 . 
(b) 用 X(t) 表示 其 图 形 是 联结 4 及 B 的 线性 函数 . 当 f 与 y 线性 相关 时 , 解 
释 条 件 (D); 然后 对 于 其 图 形 在 Q 内 并 联结 4 及 的 任何 C2 类 函数 c(t), 证 明 
b b 
J f(t, z, z')dt zi f(t, X, X')dt. 
(c) 证 明 : 如 果 f 是 y 的 凸 函 数 , 那么 采用 上 一 问题 中 的 记号 , 我 们 有 
b b 
I f(t,z,z')dt > | f(t, X, X )dt. 
习题 10. MAHLADE, 证 明 下 列 两 命题 (分 别 与 命题 2.5.1 及 2.5.2 类 


似 ): 
(a) 如 果 用 参 变量 表示 的 曲线 > = y(t) 使 


b 
| Fp, wa 


达到 相对 极 大 (对 于 在 空间 Y 的 拓扑 意义 下 充分 邻近 、 并 且 用 参 变量 t e |a, b] 表示 
的 C! 类 曲线 ) 那么 它 也 使 


b 
| Vi Oi 
达到 相对 极 小 
(b) 如 果 一 条 几何 曲线 使 
b 
ICON OY, 


达到 相对 极 小 , 并 且 如 果 用 参 变量 表示 , 使 得 Folt) yp'(t)) 是 常数 (参看 命题 2.5.2)， 
那么 这 曲线 也 使 


b 
f F (olt), 2 (9))dt 
达到 相对 极 小 . 
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习题 11. 不 像 在 2.5 段 中 那样 , 假定 F(z,y) 是 y 的 二 次 齐 次 式 , 而 是 更 一 般 
地 , 假定 我 们 有 
F = F> + Fọ, 


其 中 FE, (z,) 是 非 退化 的 y 的 二 次 齐 次 式 , 并 且 F, 5 y 无 关 . 由 定理 2.41 在 f Fdt 
的 每 条 极 值 曲线 上 , F, - F, 是 常量 . 考虑 一 条 极 值 曲线 , 在 它 上 面 


Fz — Fo = h, 


h 是 已 给 常量 , 并 且 假 定 对 于 任何 t, p(t) Z 0. 既然 对 于 y Z 0, P,(z,u) Z 0, 因此 在 
这 条 极 值 曲线 上 任何 点 , 我 们 有 (Fo + h), > 0. 从 而 对 于 充分 邻近 (在 V 中 拓扑 的 
意义 下 ) 的 曲线 , (Fo +h)F > 0. 在 满足 


(Fo(z) + h)F,(z,vu) > 0 
的 (x,y) 所 组 成 的 开 集 Un 中 , 考虑 关于 积分 
b 
I y (Fo + h)Fədt 


的 变 分 问题 . 要 证 明 与 命题 2.5.1 及 2.5.2 类 似 的 两 个 命题 : 如 果 在 f Fdt 的 一 条 极 
值 曲 线 上 ， F — Fy = h, 那么 它 也 是 


f V (Fo + h)Fzdt 
的 一 条 极 值 曲 线 ; 反 过 来 说 , 如 果 一 条 几何 曲线 是 
J V( 4 h)Fadt 


的 极 值 曲线 , 对 于 这 曲线 存在 着 一 种 参 变量 表示 法 , 使 得 P, = F + h, 并 且 这 样 表示 
后 . 这 曲线 是 J Far 的 一 条 极 值 曲线 
习题 12. 对 于 下 列 用 参 变量 表示 的 曲面 , 确定 它 的 测 地 线 : 
z = thu cos, 
y = thusinv, 


1 u 
R + log (m) ; 


习题 13， 用 26 段 中 的 记号 , 明白 写 出 : 


F(u, u’) = Y gy (Wu (Jij = gji). 
i,j 


验证 (2.6.4) 可 写作 
1: , _ 1 OJjk _ Og; _ Əgik 1/ ，/ 
2 (u)u; 一 7 > (e Dük ðu; u; uk 


如 果 把 (gi;(u)) ÉO DERE RECHE (g (u)), 方程 (2.6.5) 可 写作 


其 中 38 - 克 里 斯 托 费 尔 记号 ”Ti ， 由 下 式 确定 : 
Ogjk gu Oghk 
i ° ih — 2k J 
Dess 2 (- un + Tu n). 


习题 14， 对 于 二 次 形式 


S(x,y, x,y) = E(z,y)z2 +2F(x,y)x'y' + G(x, yy’ 


SERS - 克 里 斯 托 费 尔 记号 Tt ，( 参 看 上 一 习题 ) 
(a) 证 明 : 使 曲线 y = 常数 是 测 地 线 的 必要 与 充分 条 件 是 
OF OF oF 


(b) 如 果 还 假定 F = 0, 证 明 y 可 写成 这 样 的 形式 : u? + H(w,v)v? 


例 ， H =u? +e? 时 , 确定 测 地 线 . 
习题 15. I 


a2 bc 


F(a,b,c, d, e) = -Rs t pa 


是 对 de Z 0 确定 的 五 个 实 变量 的 函数 . 


考虑 R 中 的 开 集 D, 使 D 是 与 坐标 轴 不 相交 的 带 边 界 的 紧 集 . 
(a) 设 f 是 DD 的 邻 域内 的 一 个 C2 类 函数 . 证 明 要 使 f 是 积 


= ff FC Fia fiarta, taddata 
的 极 值 曲面 的 一 个 必要 条 件 是 


f —tif;i, — tə fi, + ito ffl =0. 


(b) 证 明 : 如 果 f 属于 03 类 , 函数 g(t1,t2) = fit)2(t1, t2) 满足 


g — t29, = 0. 


29 z 
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积分 (2), 并 且 由 此 导出 (1) 的 通 解 可 写成 
f(ti,t2) = tie(t2) + tay (ti), 


其 中 y K y 是 任意 的 函数 . 
(c) RKE (1) 的 这 样 的 解 : 在 直线 ti = t> E, 我 们 有 


flti,t2) =t2, fi (ti,t2) = t2. 


第 三 章 ”活动 标 架 法 对 曲线 及 
曲面 论 的 应 用 


1. 活动 标 架 
1.1. 微分 形式 ww 及 Wij 的 定义 
现 讨论 空间 R 中 问题 . 线性 仿 射 群 的 变换 T 是 由 给 出 的 一 点 M es R” 及 一 组 
向 量 ei, En 如 下 确定 : (1) 变换 T 把 原点 O € Rn 变换 成 M; (2) 与 T 相连 
带 的 齐 次 线性 变换 把 R" 中 典范 基 的 向 量 (1,0,… ,0),… , (0,… ,0,1) 分 别 变换 成 


= 一 
Clt’, € n: 


给 出 的 点 和 向 量 只 是 满足 条 件 
det(@1,... ,Cn) #0, (1.1.1) 


这 里 表示 的 是 Co, En 关于 典范 基 的 坐标 的 行列 式 不 等 于 零 . 给 出 满足 (1.1.1) 
的 


叫做 一 个 仿 射 标 架 ; M 叫做 标 架 的 “原点 ”. 
如 果 我 们 除 掉 条 件 (1.1.1), 由 于 M, 已 1,… ,en 都 是 在 R° PRH, (M, 81,0, 
En) 的 集 与 乘积 空间 
R” x... x Rn = Rn(n+1) 


n+1 个 
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等 同 . 条 件 (1.1.1) 表明 : ROD 中 满足 它 的 点 不 属于 由 
et 


所 确定 的 闭 集 , 因此 仿 射 标 架 形成 一 开 集 UC Rn(n+1), 并 且 M, Ei, n 是 映射 
U — R” (由 ROD) 在 它 的 n+1 个 因子 上 的 n+1 个 投影 映射 导出 ). 这 些 映 射 显 
然 是 可 微 的 . 

可 以 考虑 依赖 于 一 个 或 多 个 实 参 变量 的 标 架 r e U. 一 种 特殊 的 情形 是 取 U c 
Rn(n+1) 中 点 的 坐标 作为 参 变 量 情形 ; 换 句 话说 , 这 是 把 r 看 作 它 本 身 的 映射 , 也 就 
是 点 r+ € U 的 映射 . 一 般 地 , 依赖 于 参 变量 的 标 架 + 叫做 “活动 标 架 ”; 我 们 要 讲述 
由 此 命名 的 理论 的 基础 知识 . 

当 在 一 个 巴 拿 赫 空间 (在 这 里 是 ROD) PFE U IÑ, 有 在 一 个 在 巴 拿 赫 空间 
E 中 取 值 (在 这 里 是 在 R" 中 取 值 ) 的 可 微 映 射 f 时 , 我 们 可 考虑 微分 df: 这 是 在 U 
内 确定 、 在 E 中 取 值 的 一 个 一 次 微分 形式 (参看 第 一 章 , 2.3 Et). 因此 在 标 架 的 开 集 
U W, 我 们 有 + 1 个 微分 形式 , 即 


dM, dè,- ,de ni 


这 些 是 在 有 "中 取 值 的 微分 形式 . 其 中 每 个 有 n 个 在 R 中 取 值 的 分 量 , 而 这 些 分 量 
是 取 纯 量 值 的 微分 形式 . 

现在 讲述 活动 标 架 论 中 的 一 个 基本 概念 , 微分 形式 dM,d 避 1,.… dEn EW 
变量 7 及 Elre U,€ e Rn(n+1)) 的 映射 w, 这 些 映射 对 每 个 r 8 U, XF E 是 线性 的 ， 
并 且 在 R" 中 取 值 . 但 是 对 于 给 定 的 一 个 r, 标 架 的 向 量 ir), ,如 ,(7) 形成 Rn 
的 一 个 基 ; 因此 o(r, £) 的 值 唯一 地 可 写成 线性 组 合 Y aí, (r). 纯 量 ai (对 于 给 定 

i=l 

的 7) 是 的 线性 形式 . 于 是 在 R 中 取 值 的 映射 ui(r, 6) 可 看 作 取 纯 量 值 的 、U 中 的 
一 次 微分 形式 . 因此 可 写 出 


dM = Y wei, (1.1.2) 
i=1 

de = Y wij èj, (1.1.3) 
j=1 


约定 对 于 每 个 标 架 r e U, 记号 €, 表示 标 架 r 的 第 i 个 向 量 的 值 eilr). 于 是 我 们 
确定 了 m( 十 1) 个 取 纯 量 值 的 、U 中 的 一 次 微分 形式 , 即 


可 以 说 当 r 变动 时 , 这 些 形式 确定 了 活动 标 架 r e U 的 “无 穷 小 位 移 ”. 
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1.2. 形式 wi 及 Wij 所 满足 的 关系 式 


我 们 知道 : 如 果 f 是 (取向 量 值 的 ) 可 微 映射 , 我 们 有 daf) = 0 (参看 第 一 章 ， 
定理 2.5.1). 在 这 里 要 写 出 关系 式 


d(dM)=0, d(dei)=0. 


对 于 第 一 个 关系 式 , 我 们 要 取 (1.1.2) 右边 的 微分 d, 并 应 用 给 出 乘积 的 微分 的 公式 ， 
由 于 wi 是 一 个 一 次 形式 , 我 们 有 


d(wi ë ;) = (dwi) e; 一 Ci ^ dèi. 


因此 , 考虑 到 (1.1.3), 由 关系 式 d(dM) = 0 得 


既然 对 于 每 个 标 架 T; DEA e; (r) 形成 R” 的 一 个 基 , 在 上 列 向 量 等 式 中 ， 两 边 
的 系数 必须 相等 . 由 此 得 


(1.2.1) 


对 关系 式 d(d e.) = 0 作 类 似 计算 , 得 


n 
k=1 


1.3. 标准 正 交 标 架 

设 有 一 标 架 7 = (M, 已 1,… , En); 要 使 > 所 确定 的 线性 仿 射 变换 工 是 一 ( 欧 几 
里 得 ) 位 移 , 必须 而 且 只 须 与 T 连带 的 线性 齐 次 变换 是 正 交 群 (保持 内 积 不 变 的 线 
性 齐 次 变换 所 组 成 的 群 ). 为 此 , 必须 而 且 只 须 (这 是 熟知 的 ) 基 (如 1,… ,en) 是 标 
准 正 交 的 , 这 就 是 说 , 向 量 el,… ,en 是 单位 的 ( 欧 几 里 得 长 度 等 于 1), 并 且 两 两 
正 交 . 我 们 把 这 些 条 件 写作 : 


j; =ó (在 i=j 时 是 1 在 i 关 j 时 是 0)， (1.3.1) 


AET- b 表示 两 个 向 量 T X: b 的 内 积 . 可 以 看 出 (习题 ) 满足 条 件 (1.3.1) 的 标 
架 在 所 有 仿 射 标 架 所 形成 的 开 集 U 中 , 是 一 个 流 形 . 把 这 流 形 记 作 O. 

微分 形式 w 及 wj “出 ”( 如 我 们 所 谓 ) 流 形 O 上 的 微分 形式 . 确切 地 说 : wi 
(例如 ) 是 在 R 中 取 值 的 映射 wilr, €), XE reU, E e Rn(n+1), 对 于 固定 的 r.o, (r, €) 
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是 E 的 线性 映射 . wi 引出 的 形式 是 这 映射 在 + e O 及 在 的 限制 , 这 里 & 与 流 形 O 
在 点 7 相 切 [ 见 第 一 章 , 4.11 段 ]. 

当然 , 形式 w 及 wij 在 O 上 引出 的 形式 总 是 满足 关系 式 (1.2.1) 及 (1.2.2). 因 
为 此 后 我 们 只 考虑 标准 正 交 标 架 的 流 形 O, 所 以 把 wi 及 wi; 在 O 上 引出 的 形式 仍 
然 记 作 wi 及 wij 还 要 看 到 在 O E, 形式 wii 满足 一 些 补充 的 关系 式 , 这 些 是 由 对 
关系 式 (1.3.1) 求 微分 而 得 . 事实 上 , 我 们 有 


ei dejte; dei =0, 
把 de; 及 de; 换 成 它们 在 1.1.3) 中 表示 的 值 , 这 就 是 
©; . (Fon) 十 e; . p za) = 0. 
k k 
既然 ©;. ek = 6ix, 我 们 得 到 : 无 论 i 及 ; 取 什 么 值 ， 


这 就 是 一 个 标准 正 交 标 架 的 “无 穷 小 位 移 ” 所 要 满足 的 条 件 . 
我 们 知道 , 如 果 已 1,… , En 是 R" 中 nn 个 单位 向 量 、 并 且 两 两 正 交 , 就 有 


并 且 特 别 有 : 对 于 任何 i 


det(@1,..., En) = 1 


[简单 地 回忆 一 下 这 是 为 什么 : 要 使 一 个 nn IF n IREE 4 确定 正 交 群 O(n) 中 一 个 
变换 , 必须 而 且 只 须 4 与 转 置 矩阵 tA 的 乘积 是 单位 矩阵. 由 于 det(t A) = det(A), 由 
此 得 (det(4)) > = 1, 从 而 det(A) = +1]. 标准 正 交 标 架 中 满足 det( 忆 1,… ,©n) =+ 
的 叫做 正 标 架 ; 它们 是 确定 正 位 移 的 标 架 . 正 标 架 的 集 记 作 SO; 所 有 标准 正 交 标 架 
的 流 形 O 有 两 个 连通 的 支流 形 , 而 SO 是 这 两 个 支流 形 之 一 . 此 后 我 们 只 涉及 流 形 
SO 以 及 在 SO 上 引出 的 微分 形式 o, 及 wi;. 我 们 最 常 (简单 地 ) 说 到 “ 标 架 ”, 而 不 
说 “ 正 标准 正 交 标 架 ”. 
1.4. R? 中 定向 曲线 的 弗 雷 内 标 架 

我 们 要 就 两 个 例 研 究 标 架 流 形 SO 上 的 曲线 ; 换 句 话说 , 我 们 要 考虑 可 微 地 依 
赖 于 一 个 实 参 变量 t 的 一 族 正 标准 正 交 标 架 , 于 是 o, 及 oj 变 成 变量 t 的 微分 形 
式 ; 在 这 种 情形 下 , 由 于 一 个 变量 t 的 任何 二 次 微分 形式 恒 等 于 零 , 方程 (1.2.1) 及 
(1.2.2) 不 须 重 视 . 
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本 段 要 讨论 第 一 个 例 , CHE R 中 一 条 可 微 曲 线 @ C 与 R 中 含 一 个 参 变 量 的 
一 族 标准 正 交 标 架 相 联系 . 曲线 C 由 在 R 中 取 值 的 、 实 变量 上 的 可 微 映 射 M (t) 所 
确定 . 对 于 每 个 t, 连带 取 标 架 如 下 : 它 的 原点 是 曲线 C 上 的 点 M(t); 向 量 e(t) 是 
与 曲线 C 在 相应 于 参 变量 t 的 点 相 切 的 单位 向 量 , 向 量 指向 t 增加 的 方向 . 既然 标 
架 必 须 是 标准 正 交 的 及 正 的 , 下 面 要 依次 确定 e (t) 及 已 3(t). 

既然 向 量 dM/dt 与 e1 成 比例 (假定 对 于 任何 t, dM/dt #0), 已 可 写 出 


dM =w @1; (1.4.1) 


RA, 公式 (1.1.2) 中 的 形式 ws 及 ws EF. 另 一 方面 , 以 一 种 方法 选取 e, 为 
t 的 可 微 映射 , (由 于 w = 0,wis +wsl = 0) 我 们 有 


de = w12 @ 2 — (231 3: (1.4.2) 


因此 de/d 的 值 是 与 e 正 交 的 向 量 . 作出 限制 性 的 假设 d ei /dt Z 0; 于 是 我 们 
选取 单位 向 量 e(t) 与 deaydt 成 比例 [有 两 种 可 能 选取 的 方法 ; 但 是 一 旦 对 一 个 值 
t 作 了 选择 , 对 于 邻近 t 的 值 就 可 由 连续 性 相应 取 定 了 ]. 于 是 对 t 的 每 个 值 , 连带 得 
到 了 一 个 正 标准 正 交 标 架 (M, ei, eo, 3); 我 们 把 它 叫 做 曲线 C 在 点 t REA 
标 架 . 这 族 含 参 变量 t 的 标 架 族 是 由 空间 R 中 的 曲线 C 这 样 确定 的 . 

由 我 们 对 es 所 作 的 选择 , 关系 式 (1.4.2) 告诉 我 们 有 wa1 = 0; 因此 标 架 的 运动 
方程 是 


— 一 一 人 一 人 一 — — 
de1=wi2€2, deg = -— Q €1 +w23€3, des= —wz3 € 2. (1.4.3) 


至 于 形式 wi, 它 事先 写作 a(t)dt; 由 (1.4.1), 我 们 有 
dM 


P = a(t) ei, 


因此 a (t) > 0 等 于 向 量 dM/dt 的 长 度 . 这 表示 a(t)dt 等 于 曲线 C HI s 的 微分 
( 弧 与 t 问 同 一 方向 变动 ). 在 C 上 取 弧 s (可 能 加 上 一 个 常数 外 , 是 确定 的 ) 作为 参 
变量 . 于 是 微分 形式 w 及 was 可 写成 b(s)ds 及 c(s)ds. 这 样 在 曲线 C 上 引进 了 两 
个 映射 及 c; 作为 定义 , 它们 是 曲率 及 挠 率 , 分 别 记 作 1/p 及 1/r. 用 这 些 记号 , 弗 
雷 内 标 架 的 运动 方程 可 写 为 


(1.4.4) 


这 些 关 系 式 是 经 典 的 . 
外 我们 把 “可 微 ” 理解 为 属于 C* 类 , 其 中 可 按 需 要 取得 任意 大 . 
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1.5. R? 中 定向 曲面 S 上 定向 曲线 C 的 达 布 标 架 


一 条 可 微 曲 线 C 可 由 在 每 点 M e C 选取 一 个 与 C 相 切 的 单位 向 量 来 “定向 ” 
(这 种 选取 随 着 M 连续 变动 ). 对 一 个 曲面 S c R3 (假定 S 是 连通 的 , 属于 C 类 ， 
HIH k 充分 大 ) “定向 ”, 按照 已 给 定义 ( 见 第 一 章 , 4.8 Er), 必须 在 每 点 M e S 对 
S 的 切面 定向 ; 给 出 两 个 单位 向 量 e, 及 人 2 在 M 与 9 相 切 并 且 相互 正 交 , 就 在 
M 的 邻 域 中 对 S 定向 . 如 果 有 了 这 样 一 组 (e1, eo), 存在 着 唯一 一 个 单位 向 量 2, 
与 e, K e: EX, 并 且 使 det(€1, €2, €3) = +1; 反 过 来 , 选取 单位 向 量 e3 在 
点 M € S 与 曲面 S 正 交 , 就 可 在 点 M 的 邻 域 中 对 S 定向 : 选取 2, 及 e, 使 得 
det( e, ea es) = 1. 总 之 ,要 对 S 定向 , 只 须 在 每 点 M c S, 从 两 个 与 S 正 交 的 单 
位 向 量 中 , 选取 一 个 ; 这 种 选取 法 随 着 M 连续 变动 . 此 后 假定 S 是 已 定向 的 (这 就 
意味 着 S 是 “可 定向 的 ”). 

设 C 是 R3 中 定向 曲面 9 上 的 定向 曲线 . 我 们 要 对 每 点 M < C 随 着 取 一 个 原 
点 是 M 的 正 的 标准 正 交 标 架 , 叫做 (C 对 S 的 ) 达 布 标 架 . 取 与 C 在 点 M 相 切 的 
单位 向 量 作为 e1, 如 同 弗 雷 内 标 架 情形 . 然后 取 与 9 相 切 于 M 、 并 与 2, 正 交 的 
单位 向 量 es, 使 得 det(el €2, es) = +1, 这 里 2, 是 与 S 正 交 、 并 为 S 定向 的 单 
位 向 量 . 于 是 S 上 的 曲线 C 确定 一 族 含 一 个 参 变 量 的 标 架 , 就 是 说 在 流 形 SO 中 的 
一 条 曲线 . 这 标 架 的 运动 方程 可 写成 


dM = 1 @1, 
一 人 一 — 一 一 人 一 人 
de =w e2 +w3 e3, de2= —u12 6 1-4 023 63, (1.5.1) 
d e's = —13 € 1 — (223 @ 2. 


如 果 取 定向 曲线 C 的 弧 s 作为 参 变 量 , 我 们 有 wi = ds,wi2 = ads,wis = bds, w23 = 
cds, 这 里 a,b,c 是 C 上 的 映射 . 把 它们 分 别 叫 做 曲线 c 的 
测 地 曲率 ， 
法 曲率 ， 
测 地 挠 率 
(这 些 名 称 稍 后 将 作 解 释 ). 因此 可 写 出 
22 = 测 地 曲率 ， 
ds 
w13 z 2 
q 三 法 曲率 ， (1.5.2) 
2a = 测 地 挠 率 . 
S 


命题 1.5.1. RAR C 的 方向 , 法 曲率 和 测 地 挠 率 不 改变 , Bb b RRA 
—1. 
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事实 上 , wi = ds 要 乘 以 -1, 81 及 E2 也 是 这 样 ; e3 不 变 . 于 是 关系 式 (1.5.1) 
表明 : wis 不 改变 , 而 wig 及 w23 要 乘 以 -1. 由 此 得 结论 . 


命题 1.5.2， 在 一 点 M € S,S 上 过 M 并 且 彼 此 相 切 的 两 条 曲线 有 相同 的 法 曲 
率 及 相同 的 测 地 挠 率 . ( 换 句 话说 , 法 曲率 及 测 地 挠 率 与 M 点 处 5 的 每 个 切线 方向 
相 联 系 ). 


证 . 对 于 两 条 在 点 M 相 切 的 曲线 O, K OQ, e, K e2 Æ M 有 相同 的 值 ， 
des/ds 也 是 这 样 (因为 在 C, 及 C; 上 从 M 开始 计算 , 考虑 到 M 有 相同 弧 长 的 两 点 
M. € O), K M: € C2, 如果 不 计 二 阶 无 穷 小 , S 在 点 Mi 及 点 M, 的 法 向 量 e s 相 
等 ; 它们 的 差 对 于 s 可 以 略 去 不 计 . 事实 上 , 从 M. 到 M 的 距离 是 二 阶 无 穷 小 , 并 
且 S 上 一 点 的 法 向 量 es 是 这 点 的 可 微 映射 .) 于 是 (1.5.1) 中 最 后 的 关系 式 

desa us， (23 


= 一 一 el 一 一 人 E2 
ds ds 


表明 对 于 在 点 M 的 两 曲线 ， wi3/ds 及 w23/ds 是 相同 的 . 证 完 . 

注释 ， 对 于 S 上 在 M 相 切 的 两 条 曲线 , 测 地 曲率 不 一 定 相 同 . 例如 如 果 5 是 
平面 , 可 见 一 条 平面 曲线 的 测 地 曲率 就 是 它 (通常 的 ) 曲率 ; 我 们 知道 在 一 点 M 相 
切 的 两 条 平面 曲线 , 在 点 M 不 一 定 有 相同 的 曲率 . 
1.6. 测 地 曲率 、 法 曲率 及 测 地 挠 率 的 计算 

总 是 设 C 是 R 中 定向 曲面 S 上 的 一 条 定向 曲线 . 总 是 设 (21, e2, C3) 是 在 
点 M c O 的 达 布 标 架 , 用 (€n, b) 记 C 在 M 的 弗 雷 内 标 架 : 单位 向 量 元 叫做 
C 的 “ 主 法 线 ", 5 叫做 AER”. 曲面 的 法 线 es 与 元 所 成 的 角 (如 ,已 3) 叫做 o. 
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n = e əsin0 + @ cosð, 
— 
b 


1.6.1 
= — @əcos0 + @ asin 0. ( ) 
由 此 反 过 来 ， 
一 人 En 
e2 = n sin0 — b cosb, (1.6.2) 
ee š 
由 弗 雷 内 标 架 的 运动 方程 , 我 们 有 
der 1 ，snb ， cos0 , 
和 € 3， 
ds p p 
由 此 与 (1.5.1) 相 比 较 , 得 : 
测 地 曲率 ==, 
(1.6.3) 


法 曲率 = 


(p 表示 曲线 C 的 曲率 半径 ). 
还 要 计算 测 地 挠 率 wzs/ds, 由 (1.5.1), RITA 


w3 -de ,— >, d _. = 
Rt = (Nn cos0 + b sin 0) Ja” sin 一 b cos 0). 
作 计 算 ; 由 弗 雷 内 标 架 运动 方程 : 
dR 1 1> db 1 
n 二 +> i- C ea 
ds p H ds pa 
我 们 得 到 
2, .222 _ 1 d 
° ds + ds 
于 是 
1 dO 
测 地 挠 率 = 二 + 一 
T ds 


习题 . 罗斯 尼 埃 定理 . 我 们 表明 “法 曲率 ”(cos 0)/p 只 依赖 于 曲线 C 在 点 M e 
C 的 切线 . 因此 : (1) 如 果 S 上 通过 M 的 两 曲线 有 同一 切线 及 同一 密切 面 , 它们 就 
有 同一 曲率 半径 (由 于 cos9 对 这 两 曲线 有 同一 值 , 而 且 同 样 (cos 9)/p 对 这 两 曲线 也 
有 同一 值 ); (2) 如 果 平 面 P RES S 相 切 于 一 点 M es S 的 直线 旋转 , 在 P 截 出 的 
S 的 截面 上 , (在 点 M 的 ) 曲率 中 心 描 出 通过 M 的 一 圆 . 


z4. (i) 考虑 与 5 在 点 M <€ S 的 切面 正 交 的 平面 ; 设 C 是 这 平面 与 S 相交 
的 曲线 . 对 于 这 条 曲线 , RITA 0 = 0, 因此 C 的 曲率 1/p 等 于 C 在 M 的 切线 方向 
的 “法 曲率 ”. 于 是 “法 曲率 ”是 法 截面 (通过 所 考虑 切线 的 法 平面 与 S 的 截面 ) 的 
曲率 . 
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(ü) 我 们 知道 通过 一 点 M e S 有 一 条 并 且 只 有 一 条 S 的 测 地 线 与 已 给 直线 (与 
S 相 切 ) 相 切 . 对 于 一 条 测 地 线 , 我 们 总 是 有 0 = 0 或 ,因此 d0/ds = 0; 于 是 这 种 
曲线 的 测 地 挠 率 等 于 1/r. 总 之 : 在 S 的 切线 方向 的 测 地 挠 率 等 于 与 这 方向 相 切 的 
测 地 线 的 挠 率 . 

(ii) 说 一 条 曲线 是 测 地 线 , 就 是 说 sin 0 = 0; 因此 测 地 线 是 测 地 曲率 是 零 的 曲线 . 

(iv) 如 果 S 是 平面 , 并 且 C 是 这 平面 上 的 曲线 , RITE 0 = r/2 (对 于 适当 选取 
的 向 量 m), 因此 (sin9)/p = 1/p: 测 地 曲率 就 是 C 的 曲率 . 


2. 与 R 中 曲面 相 联系 的 含 三 个 参 变量 的 标 架 族 


2.1. 定向 曲面 的 标 架 流 形 


设 S c R3 是 C 类 曲面 (k 充分 大 ), 并 假设 它 是 定向 的 . 用 R(S) 表示 满足 下 
列 条 件 的 所 有 正 标 准 正 交 标 架 的 集 : 原点 M 属于 S, 向 量 e, 与 S 正 交 (es 的 方 
向 与 S 的 定向 一 致 ). 如 果 把 每 个 标 架 与 它 的 原点 相 联系 , 就 确定 了 一 个 连续 映射 


p: R(S) — S, 


这 显然 是 满 射 . 一 点 M E 5 WAHRER p-1(M), 它 由 所 有 原点 是 M 的 标 架 组 
成 ; 一 个 这 样 的 标 架 由 选取 在 点 M 与 S 相 切 的 一 个 单位 向 量 e, 确定 (因为 一 旦 
e, EM, 由 于 (©1, €2, es) 必须 是 正 的 , 于 是 e2 MAET) 所 有 以 M 为 原点 
的 标 架 可 以 通过 围绕 向 量 es 的 平面 旋转 相互 导出 . 准确 地 说 , 考虑 平面 上 围绕 原点 
的 旋转 群 SO(2) ( 含 两 个 变量 的 正 交 、 有 行列 式 +1 的 实 线性 变换 群 ) 这 群 中 的 元 
素 由 角 2 (以 带 有 模 2r 的 实数 度量 ) 确定 . 群 SOO) 在 标 架 空间 R(S) 中 运作 : 已 
给 一 标 架 (M, el eo, es), 我 们 知道 围绕 2, 作 角 o 的 旋转 是 怎样 的 ; 我 们 得 到 下 
面 各 式 确定 的 一 个 标 架 (M', @1, ey, e): 

| =M, e= @icoso+ esing, @)= —“@1sin@+ @2 cos e, 


(2.1.1) 


一 >/ 一 人 
CE 3 = e3 


我 们 看 到 : 映射 p : R(S) — S 的 纤维 就 是 群 SO(2) 在 R(S) 中 运作 的 轨道 , 并 
且 在 每 条 纤维 中 , SO(2) 以 简单 可 递 的 方式 运作 着 (已 给 有 相同 原点 的 两 个 标 架 , 存 
在 着 一 个 、 并 且 只 有 一 个 旋转 把 第 一 个 标 架 变换 成 第 二 个 ). 
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映射 p : R(S) 一 S 提供 了 所 谓 “纤维 空 间 ” 的 一 个 例子 ; 这 里 不 打算 讲述 纤维 
空间 论 , 甚至 也 不 打算 给 出 确切 的 定义 . 

现在 说 明 可 以 怎样 用 参数 表示 R(S) 中 原点 M 与 已 给 点 Mo e S 充分 接近 的 
标 架 集 . 为 了 明确 概念 , 假定 过 Mo e R 的 垂直 线 不 与 S 在 Mo 相 切 , 因而 在 Mo 
的 邻 域 内 , 5S 可 用 下 列 方程 表示 : 


z = f(x,y), f 属于 C* 类 


(用 z,y,z 表示 R? 中 的 坐标 ). 于 是 在 与 Mo 邻近 的 每 点 M, 存在 着 唯一 一 个 单位 向 
量 与 S 相 切 , 并 且 它 在 平面 z = 0 上 的 射影 与 向 量 (1,0,0) 平行 ; 这 个 向 量 er (M) 
是 M 的 C -1 类 映射 . 这 样 对 与 Mo 邻近 的 每 点 M e S, 连带 着 有 一 个 以 M 为 原 
点 的 标准 正 交 标 架 ; 换 句 话说 , 我 们 确定 了 一 个 连续 映射 


c: S — R(S), 


使 得 poo = S 的 恒 等 映 射 ; o 就 是 标 架 纤维 空间 的 所 谓 截 面 . 设 点 M 与 Mo 邻近 ; 
以 M 为 原点 的 每 个 标 架 re R(S) 由 下 列 给 出 的 点 与 角 确定 : 

(19) £ M € S; 

(2°) 要 使 标 架 (M, e (M), eo (M), €3(M)) 5 r 重合 所 必须 旋转 的 角 Z. 
换 名 话说 , 考虑 Mo 的 充分 小 的 邻 域 V; 原点 M 属于 V 的 标 架 空间 可 用 乘积 空间 
V x SO(2) 中 的 一 点 表示 . 特别 , 空间 中 标 架 依赖 于 3 个 实 参 变数 . 可 以 证 明 : 它们 
形成 R 中 所 有 标 架 (标准 正 交 或 否 ) 的 空间 内 一 个 3 维 、C*-1 类 的 子 流 形 (它们 也 
ÉR R? 中 一 个 开 集 ; 参看 第 1 节 ). [这 留 给 读者 作为 习题 .] 于 是 映射 p : R(S) 一 S 
属于 Or! 类 ; 上 面 确 定 的 截面 o: S 一 R(S) 属于 0*-1 类 . 

如 果 a 是 曲面 S 上 的 微分 形式 , p*(a) 是 流 形 R(S) 上 的 微分 形式 . 我 们 记得 
R(S) 上 的 微分 形式 是 映射 w(r,r) [其 中 re R(S), 并 且 与 R(S) 在 r 相 切 ], 它 对 
每 个 > 是 + 的 线性 映射 ; 要 使 这 微分 形式 是 p*(a) 型 的 , 必须 而 且 只 须 : (1) 对 于 每 
个 r wlr, T) 只 依赖 于 向 量 + 的 射影 5 = plr), 而 7 是 与 5S 在 点 M = plr) 相 切 的 向 


量 ; (2) 还 有 w(r, £) 只 与 标 架 r 的 原点 M = p(r) EX. 我 们 简单 地 说 : w 是 曲面 5 
的 微分 形式 . 
这 些 概念 以 下 将 在 例子 中 表明 . 


2.2. ”曲面 上 标 架 的 运动 方程 


在 含 三 个 参 变量 的 标准 正 交 标 架 族 R(S) rh, 这 种 标 架 的 运动 方程 (参看 (1.1.2), 
(1.1.3), (1.3.2) 及 (1.3.3)) 在 流 形 R(S) 上 引进 了 微分 形式 w, w2, w3, w12, w13, W23- 
可 是 因为 对 于 每 个 标 架 r = (M, ©1, eo, es), 微分 形式 dM 在 标 架 7 的 向 量 e 及 
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€: 所 生成 的 S 的 切面 中 取 值 , 所 以 ws = 0. 于 是 运动 方程 是 


dM = wi ei s wa © 2, (2.2.1) 
dei = Q12 € 2 + (213 E3, 
dez = 一 wl2 @ 1 + (223 @ 3, (2.2.2) 


— 一 人 一 
—d e 3 = w13 € 1 + (93 € 2. 


另 一 方面 , 可 积 条 件 (参看 (1.2.1) 及 (1.2.2)) 特别 给 出 [考虑 到 ws = 0 这 一 事 


Sl: 
dai = 一 wz Awi2, dwg = u1 A 12, (2.2.3) 

w1 A w13 十 wz A w23 = 0, (2.2.4) 

dw12 = 一 w13 A w23. (2.2.5) 


wi 及 us 的 解释 ， 我 们 记得 微分 4M 是 在 R 中 取 值 的 微分 1 形式 , 它 把 每 个 
向 量 € 与 同一 向 量 £ 联系 着 . 因此 如 果 > 是 一 标 架 c R(S), 并 且 如 果 2 ,(r) 及 
ea(r) 是 这 标 架 的 前 两 个 向 量 , 那么 微分 1 形式 wi(r,&) 及 wr €) 是 线性 形式 , € 
们 把 与 S 在 标 架 原点 M(r) 相 切 的 每 个 向 量 £ 与 它 关 于 基 2 (r) 及 Z, (r) 的 坐标 
联系 起 来 . wi 及 ws 是 r € R(S) 的 映射 , 把 它们 看 作 标 架 流 形 R(S) 上 的 微分 形式 ; 
对 于 每 个 r, 它们 只 依赖 与 5 在 点 M(r) e S 相 切 的 向 量 E: 


£ =(r,€) #,(r) + oo (r, €) ©2(r). (2.2.6) 
因此 与 S 在 点 M (r) 相 切 的 向 量 È 的 长 度 的 平方 等 于 
| € = (o) (r, £)? + (wlr, 6))2. 


这 把 我 们 导向 引入 记号 (w1) 作为 微分 形式 wi 的 平方 : 这 不 是 直到 这 里 所 理解 
意义 下 的 微分 2 形式 [这 就 是 说 , r 在 空间 E, 中 取 值 的 一 个 映射 , 这 里 E, 是 5 在 
点 M(7) 处 的 切 空 间 上 交错 双 线 性 形式 所 构成 的 空间 ], 但 这 是 r 的 一 个 映射 , 取 值 
在 这 切 空间 上 二 次 形式 的 空间 中 : (u (r, £) 是 线性 形式 wlr, é) 的 平方 . 

定义 ， 二 次 微分 形式 (w1)? + (w2)? 叫做 曲面 S 的 第 一 基本 二 次 形式 . 这 种 形 
式 把 每 点 M 8 S, 及 在 点 M 与 S 相 切 的 每 个 向 量 Z, 与 £ 的 长 度 的 平方 联系 起 
来 . 它 不 依赖 于 有 原点 M 的 标 架 , 但 只 依赖 于 标 架 的 原点 . 

这 一 二 次 形式 通常 叫做 曲面 的 ds?. 这 种 称谓 的 理由 是 : 如 果 考 虑 S 上 的 定向 
曲线 C, 引入 在 C 上 的 这 形式 是 曲线 C 的 微分 1 形式 ds 的 平方 . 当 S 上 的 点 的 坐 
标 z, y, z 用 两 个 参 变 数 v 及 v 表示 出 时 , 我 们 有 


ds? = E(u, v)du? + 2F(u,u)dudu + G(u,u)du2, 
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ƏzN2 Oy 3 Oz\? 
annn 
_ðzðe  ðyðy , 9s 
Ou BuBv ` ðuðv’ 


o (ðs? (Əy? /ƏzN2 
. (le 
2.3. 曲面 5 的 面积 元 素 


S BEH, 面积 元 素 是 一 个 微分 2 形式 (参看 第 一 章 , 4.12 Ez). 即 这 样 的 形式 : 
对 于 与 9 在 点 M 相 切 的 一 对 向 量 &1 及 &2, 连带 着 取 


a eS. 
det( 1， £ 2, e3). 


其 中 


(2.2.7) 


由 (2.2.6), 这 式 等 于 
wi(é1)w2(62) — w1 (E2)w2 (£1). 
然而 这 是 微分 形式 
W1 A W2 

在 一 对 向 量 (&1,é2) 上 的 值 , 即 wi 与 ws 的 外 乘积 . 于 是 有 : 

命题 2.3.1. 形式 wi A (22 等 于 曲面 的 面积 元 素 . 

在 第 一 章 中 已 经 看 到 (公式 4.12.6): 当 曲 面 S 按照 其 定向 取 参 变数 u 及 v, ds? 
的 系数 是 E,F,G 时 , 微分 形式 wi Aw 等 于 VEG — F2du A duo. 
与 二 次 形式 w? +w 一 样 , 形式 wi Aw 是 曲面 S 的 一 个 微分 形式 (参看 2.1 段 
*). . 
2.4. 曲面 S 的 第 二 基本 二 次 形式 

对 于 每 个 M € S, 微分 形式 dM 及 -des (在 Ra 中 取 值 ) 是 与 S 在 点 M 相 切 
的 向 量 € 的 线性 映射 . 它们 的 内 积 

(dM) (-d®es) 
是 S 的 切 空间 中 向 量 E 的 二 次 形式 . 由 定义 , 这 就 是 曲面 s 的 第 二 基本 二 次 形式 . 
容易 算出 : 由 (2.2.1) 及 (2.2.2), 我 们 有 
(dM) i (—d es) = (21213 十 w2w23 |. (2.4.1) 


[在 上 式 右 边 , wiw13 必须 不 要 与 外 乘积 w 人 wis ARA; 对 于 每 个 re R(S), 并 且 对 
于 与 R(S) 在 点 r 相 切 的 每 个 向 量 7, ww 等 于 乘积 


wilr, T)wi3 (r, T), 


2. 与 R 中 曲面 相 联系 的 含 三 个 参 变量 的 标 架 族 . 311- 


可 是 对 于 每 个 r 以 及 每 对 (m,m), wi Awg 等 于 
wm T1)wi3 (r, T2) — w1 (r, T2)w13(r, 三 ) 


用 法 曲率 对 第 二 基本 二 次 形式 的 解释 . 设 C 是 5 上 的 定向 曲线 , 并 取 它 的 弧 
长 s 作为 参 变量 . 达 布 标 架 的 运动 方程 (参看 (1.5.1)) 告诉 我 们 : 内 积 


aM des 
(x ds >) (- ds ) 
等 于 CG 在 点 M € O 的 法 曲率 ; 这 就 表明 : 第 二 基本 形式 dM. (—d es) 在 与 C 相 切 


的 向 量 上 的 值 等 于 E 与 C 的 法 曲率 的 乘积 . 由 此 得 


命题 2.4.1. 在 一 点 M eS, 第 二 基本 二 次 形式 在 与 S 相 切 于 点 M 的 一 个 向 
量 £ Z0 上 的 值 等 于 |Z 2 与 向 量 € 方向 上 法 曲率 的 乘积 . 


2.5. 已 定 方向 上 法 曲率 及 测 地 挠 率 的 计算 
在 用 wi 对 关系 式 (2.2.4) 作 外 乘法 后 , 就 得 到 


w1 A wz A w23 = 0; 


这 表明 对 于 每 个 re R(S), 三 个 线性 形式 www (在 R(S) 的 切 空 间 上 ) 是 线性 
相关 的 . 然而 由 (2.2. 6), w 及 ws 是 线性 无 关 的 . 因此 wzs 是 wi 及 wa 的 线性 组 合 : 


w23 = bw1 + cw2, 


其 中 5 K c 是 标 架 r 的 映射 . 这 特别 证 明了 对 于 每 个 标 架 7,w2s 真是 5 在 点 M(r) 
的 切 空间 上 一 个 线性 形式 . 
同样 , 我 们 有 


w13 = QWw1 + b'w2, 
其 中 a K b 是 7 的 映射 . 但 是 如 果 写 (2.2.4), 就 得 到 
b'wi A w2 + bwa A 21 = 0, 


既然 形式 wi A ws DEF, 由 此 得 : 


总 之 , 我 们 有 


w13 = Qwl + bugə2, “(223 = bwi + cw |, (2.5.1) 


于 是 在 标 架 的 空间 R(S) 上 , 引进 了 三 个 映射 a,b,c. 下 面 要 对 它们 作出 解释 . 
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首先 , (2.4.1) 告诉 我 们 , 第 二 基本 二 次 形式 等 于 


W1W13 十 W2Ww23 = a(w1)? 十 2bw1wo2 + c(w2)? (2.5.2) 


WRS S 在 点 M(r) 相 切 的 一 个 向 量 E 与 标 架 7 的 向 量 elr) 组 成 角 y, 我 们 显 
然 有 
wi(r, €)=|€|cosp, walr, E) =] Elsing; 


因此 第 二 基本 二 次 形式 对 于 E 的 值 是 
| e 2(a cos? y + 2bsin y cos y + csin? y). 


由 命题 2.4.1 得 : 
命题 2.5.1， 在 与 标 架 r 中 向 量 已 1 成 角 o 的 方向 , 法 曲率 等 于 


alr)cos2p 十 2b(r)sinocosp + e(r)sin? y |. (2.5.3) 


R. alr) ERR r 中 向 量 e, 方向 的 法 曲率 , 并 且 c(7) 是 标 架 r 中 向 量 e 方 
回 的 法 曲率 . 


我 们 这 样 解 释 了 映射 a 及 c， 还 要 解释 b. 为 此 , 要 在 与 标 架 r 中 向 量 e 成 
角 o 的 方向 , 计算 测 地 挠 率 . 考虑 S EAM s 作为 参 变 量 的 曲线 C; 设 M e C, 
B r = (M, ei, €2, ea) 是 以 M 为 原点 的 标 架 , 并 且 设 o 是 与 C 相 切 的 单位 向 
量 e 与 e, 所 成 的 角 ; 设 e, 是 与 e" 成 角 +45/2 的 单位 切 向 量 . C 的 达 布 标 架 
(M, e), €h, es) 的 运动 方程 告诉 我 们 ， © 的 测 地 挠 率 等 于 下 式 中 2; 的 系数 : 
des 
ds 
在 (2.2.2) 的 第 三 个 关系 式 中 , 用 e cosy- 人 sinop 代替 e1, 用 e, singt @ cosg 
代替 e, [参看 (2.1.1)], 得 


Hory => 
一 ael 十 Dey?. 


b= sin Y + E cos g, 


把 wis 及 w2s 用 它们 在 (2.5.1) 中 的 值 代替 , 把 wi 用 dscosw,ws 用 dssin p RE, R 
们 求 得 
B = —(a cos @ + bsin e) sin y + (b cos y + csin p) cos y 
= b(cos? @ — sin? g) + (c — a) sin @ cos g. 
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命题 2.5.2， 在 与 标 架 r 中 向 量 2, 成 角 y 的 方向 , 测 地 挠 率 等 于 


bcos 22 + £ 3 “sin2p |: (2.5.4) 


系 . br) 是 标 架 r 中 向 量 e 方向 上 的 测 地 挠 率 , 向 量 e 方向 上 的 测 地 挠 率 
是 —b(r) [ 取 y = 7/2. 


更 一 般 地 , 把 y 换 成 o + r/2 得 下 列 结果 : 


命题 2.5.3， 在 一 点 M e S, 切 平面 上 两 正 交 方向 上 测 地 挠 率 的 值 是 相反 数 . 
回 到 公式 (2.5.3); 把 y 换 成 y + r/2 表明 在 方向 及 pp 十 7/2 上 的 法 曲率 的 
和 与 o 无 关 . 换 句 话说 ， 


命题 2.5.4. 在 标 架 r 中 向 量 e(r) 及 er) 方向 , 法 曲率 的 和 a(r) + elr) 只 
与 标 架 r 的 原点 M 有 关 . 


定义 ，a(r) + c(r) 叫做 曲面 S 在 点 M 的 平均 曲率 . 
2.6. 主 方向 ; 曲率 线 


要 使 在 点 M 处 与 S 相 切 的 所 有 方向 , 测 地 挠 率 是 零 , 必须 而 且 只 须 , 对 于 原点 
是 M 的 一 个 特别 标 架 r, 两 个 数量 b(r) 及 c(r) - alr) 是 零 : 这 是 从 给 出 测 地 挠 率 
的 表示 式 (2.5.4) 得 到 的 . 如 果 情 况 是 这 样 , 我 们 说 点 M 是 曲面 S 的 一 个 脐 点 . 由 
(2.5.3), 于 是 在 点 M 处 所 有 切线 方向 , 法 曲率 相同 . 习题 : 反 过 来 , 如 果 在 M 处 所 有 
切线 方向 , 法 曲率 相同 , M 就 是 一 个 脐 点 . 

命题 2.6.1. 如果 M 不 是 曲面 S 的 脐 点 , 那么 恰好 有 两 个 切线 方向 , 在 这 两 方 
向 测 地 挠 率 是 零 ; 并 且 这 两 方向 正 交 . 

由 (2.5.4), 显然 : 要 使 测 地 挠 率 在 方向 yp 是 零 , 必须 而 且 只 须 


由 于 K a-c 不 会 同时 是 零 , 上 式 给 出 了 tg2o 的 一 个 确定 的 (有 限 或 无 穷 ) (B. 由 
此 得 上 列 命题 . 

定义 . 如 果 测 地 挠 率 在 两 个 (EX) 方向 是 零 , 这 两 方向 就 叫做 (在 所 考虑 的 点 
M € S 的 ) 主 方向 . 在 脐 点 , 可 约定 说 所 有 切线 方向 都 是 主 方向 . 

在 一 个 非 脐 点 的 点 Mo e S 的 邻 域内 , 在 每 点 M 的 主 方向 构成 两 个 切线 方向 场 . 

定义 ， 设 曲线 C 在 曲面 S E. 如果 在 任何 点 M < C, C 的 切线 是 主 方向 , 那么 
C 就 叫做 S 的 曲率 线 . 

如 果 假 定 S 属于 C* 类 (k 充分 大 ), 主 方向 场 就 属于 C! 类 ; 因此 可 应 用 微分 方 
程 理 论 , 于 是 得 到 : 通过 已 给 点 Mo ( 非 脐 点 ), 有 两 条 相互 正 交 的 曲率 线 . 
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曲率 线 显然 是 这 样 的 曲线 : 在 它 上 面 每 点 , 测 地 挠 率 是 零 . 用 1.6 Ez (公式 (1.6.4)) 
中 的 记号 , 这 性 质 可 用 下 式 表示 

+ =% (2.6.1) 

这 里 1/r 表示 曲率 线 的 挠 率 , 0 表示 曲面 的 法 向 量 es 与 曲率 线 的 主 法 线 所 成 的 角 . 

习题 : 条 件 (2.6.1) 表明 : 当 M 描 出 曲率 线 C 时 , 在 C 上 所 有 点 的 法 线 生 成 一 个 “可 

展 曲面 ” 


我 们 往往 把 在 一 点 M € S 的 两 个 切线 主 方向 上 法 曲率 的 值 记 作 1/R X 1/R.. 
自然 不 知道 什么 是 Ri, 什么 是 R2.1/ Ri 及 1/R 两 数 叫做 在 点 M 的 主 曲 率 . 对 于 一 
个 脐 点 , 1/Ri 与 1/R 相等 , 而 且 也 等 于 任何 方向 法 曲率 的 值 . 命题 2.5.4 告诉 我 们 ， 
在 两 个 正 交 方向 的 法 曲率 的 和 等 于 1/R + 1/Roə (在 点 M 的 平均 曲率 ). 

在 点 M 取 一 标 架 , 使 向 量 e 及 e 与 主 方向 相 切 . 表达 式 (2.5.3) 表明 : 在 与 
e 成 角 y 的 方向 上 法 曲率 等 于 


` cos? y + l sin? 
— — si 
PE E e 


(把 e, 方向 上 法 曲率 叫做 1/Rí, e 方向 上 法 曲率 叫做 1/R2). 如 果 P 是 与 上 一 标 
架 成 角 y 的 标 架 , 于 是 我 们 有 


1 1 
a(r) = R cos? p + —- sin? y, 


Rə 


n sin e + — cos? p 
Rə ? 


m Z) ingeosç [由 (2.5.4)]. 


由 此 导出 
Sgn 
从 而 有 : 
命题 2.6.2， 与 每 个 标 架 r 相关 联 的 数量 ac - b? 只 与 标 架 的 原点 M 有 关 , 并 
且 等 于 主 曲率 1/ Ri 及 1/ Ro 的 乘积 . 把 它 叫 做 曲面 S 在 点 M 的 全 曲率 . 
2.7. 测 地 曲率 的 微分 形式 


这 与 微分 形式 w 有 关 : 事实 上 , 我 们 记得 , 如 果 在 s 上 有 曲线 C, 并 且 考 虑 
与 C 上 各 点 相关 的 达 布 标 架 所 确定 R(S) HHR T, w 在 下 上 所 导出 的 形式 等 于 
ds/p,, 在 这 里 把 C 上 弧 记 作 ds, 把 测 地 曲率 记 作 1/o,. 曲线 工 叫做 C 在 RS) 中 
的 “标准 提升 ”. 


2. 与 R° 中 曲面 相 联系 的 含 三 个 参 变量 的 标 架 族 . 315 ， 


定理 2.7.1. 测 地 曲率 的 形式 wa 是 满足 方程 (2.2.3): 
doi = -waAwla， dua = u A (12 
的 唯一 一 次 微分 形式 (在 R(S) L). 
证 . 如 果 我 们 有 另 一 形式 wi, 满足 同样 的 方程 , 形式 a = w -wl 满足 


w2 AG =0, wi 人 Qa=0. 


这 表明 a 与 ws 成 比例 , 也 与 wi 成 比例 . 然而 wi 与 ws 不 成 比例 , 因此 必然 有 a = 0. 
证 完 . 
我 们 要 证 明 曲 面 S 上 曲线 C 的 测 地 曲率 是 曲面 的 ds? 的 不 变量 . 确切 地 有 : 
命题 2.7.2， 设 f: S 一 S' 是 从 曲面 S 到 曲面 S 上 的 一 个 微分 同 胚 . 假定 f 
保持 长 度 不 变 ( 即 把 S 的 ds2 变换 成 S 的 弧 长 微分 的 平方 ). 于 是 如 果 C 是 S 上 
的 定向 曲线 , 并 且 如 果 Cr = fC), 那么 C 在 一 点 M < C 的 测 地 曲率 等 于 O 在 点 
f( M) 的 测 地 曲率 . 


证 . 因为 导出 映射 fr 把 与 S 相 切 的 每 个 向 量变 换 成 与 S 相 切 、 并 有 相同 长 度 
的 向 量 (由 假设 ), 所 以 f 把 每 个 标准 正 交 标 架 c R(S) 与 一 个 标准 正 交 标 架 c R(S') 
联系 着 . 由 此 可 见 , 变量 代 换 f 把 (R(S') 中 的 ) 形式 w, 及 ws 变换 成 (R(S) 中 的 ) 
形式 w 及 w. 因此 这 一 变量 代 换 把 dor 变换 成 dwi, 把 dws 变换 成 wz. 于 是 由 唯 
一 性 定理 2.7.1, 就 得 到 它 把 wj， 变换 成 wi. 证 完 . 

现在 要 应 用 关系 式 (2.2.5), 但 要 把 其 中 wis 及 w 用 (2.5.1) 所 给 出 它们 的 值 来 
代替 . 我 们 得 到 

dw1i2 = 一 (awl 十 bwa) A (bwi + cw2) 
= —(ac — b2)o1 Awa. 

已 知 w A ws 是 面积 元 素 , 以 后 把 它 记 作 do (二 次 微分 形式 ). 另 一 方面 , ac — b2 就 
是 全 曲率 (命题 26.2). 于 是 得 : 

定理 2.7.3. 测 地 曲率 形式 的 外 微分 doi 等 于 微分 2 形式 -do/RiRz, 即 面积 
元 素 与 全 曲率 反 号 的 乘积 . 
2.8. 标 架 场 的 应 用 | 

假定 在 S 上 存在 着 一 个 “ 标 架 场 ”, 即 r: S R 中 一 个 充分 可 微 的 集 (Z: 
看 2.1 Ez). 与 一 点 M € S 相连 带 的 标 架 r(M) 是 由 与 S 在 点 M 相 切 的 单位 向 量 
e (M) (以 及 与 e (M) 成 角 +r/2 的 r(M) 的 向 量 (M) 确定 的 . 引入 标 架 场 ， 
R(S) 与 S x SO(2) 等 同 , 如 同 在 2.1 段 中 所 看 到 的 那样 : 任何 标 架 r 由 它 的 原点 
M e 5 以 及 7 的 第 一 个 疝 量 e 与 标 架 场 中 向 量 e, (M) 所 成 的 角 o 确定 . 
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我 们 注意 只 要 把 S 用 参 变量 表示 , 也 就 是 有 从 开 集 Q c R2 (坐标 uv) 到 5S 上 
的 一 个 微分 同 胚 $, 就 有 相应 的 标 架 场 . 事实 上 , 导出 映射 Du v) 把 (wv) 平面 上 
的 向 量 (1.0) 变换 成 与 5 在 点 M = 8u v) 相 切 的 一 个 向 量 Z; Z€ > 0, 并 且 确 定 唯 
一 一 个 与 成 比例 的 单位 向 量 2, (M) (比值 > 0). 

应 用 标 架 场 , S 等 同 于 R(S) = S x SO(2) 的 一 个 子 流 形 , 即 场 中 标 架 的 子 流 形 . 
设 ,wz 及 ms 是 ww w 在 S 上 导出 的 微分 形式 , 由 (2.2.3), 我 们 有 


dl = —W A Q12, dw = W1 A w12. (2.8.1) 


下 面 可 看 出 (2.11 Ez): 知道 了 机 及 wo, 由 这 些 关 系 式 可 决定 G. 


引 理 2.8.1， 我 们 有 
| 


证 .上 式 是 由 下 列 公式 得 到 : 
i = ei1(M)cosyp + e 2(M)sin o, 
€22 = — ei (M)sin e + @'2 (M) cos e, 
一 一 
wiz = eo. deli, 


22 = ex (M): de (M) = — (M). de. (M). 


计算 是 容易 的 . 
作为 引 理 的 推论 , 我 们 有 
dwW12 = dw12 一 Eon (2.8.2) 


2.9. 沿 曲 线 的 平行 移动 


我 们 总 是 作出 2.8 段 中 的 假设 ( 标 架 场 存 在 ). k T E: R(S) 中 O! 类 定向 曲线 : 
它 是 由 下 列 两 项 确定 的 : 1° 给 出 S 上 一 条 定向 曲线 C, 即 标 架 原 点 的 轨迹 ; 2° 对 每 
点 M € C, 给 出 角 p, 即 工 的 标 架 与 场 的 标 架 (eL (M), e. (M)) 在 点 M 所 成 的 角 . 


e 
2 


把 曲线 C 用 它 的 弧 长 s 作为 参 变量 , 那么 TC R(S) = S x SO(2) 也 用 参 变量 
s 表示 . 微分 形式 w 在 上 导出 不 难 算出 的 一 个 微分 形式 : 由 引 理 2.8.1, CE Gio 
K dp 导出 的 形式 的 和 . 
曲线 C 假定 是 已 给 的 , 那么 T 导出 的 形式 已 知 有 a(s)ds 这 一 形状 , 其 中 a 是 
已 知 函数 . 现在 要 探求 是 否 可 选取 一 个 s 的 函数 作为 p, 使 得 ws £ T 上 导出 的 形 
式 是 零 . 条 件 应 是 
de + a(s)ds = 0. (2.9.1) 


2. 与 RP 中 曲面 相 联系 的 含 三 个 参 变 量 的 标 架 族 . 317 ， 


因此 必须 而 且 只 须 o(s) 是 -a(s) 的 原 函 数 . 这 样 , 问题 是 可 能 的 , 并 且 除 了 可 能 加 
一 常数 外 , p(s) 是 唯一 的 . 


EX. 如果 y 满足 (2.9.1), 就 说 在 C 上 各 点 向 量 e, 的 场 是 沿 C 的 平行 场 . 
由 上 所 述 , 沿 已 给 曲线 C 的 平行 场 由 在 点 Mo e C 处 单位 切 向 量 的 (任意 ) 选取 所 
确定 ; 于 是 我 们 说 在 任 一 点 M e C 处 的 场 中 向 量 , 是 从 点 Mo 处 已 给 向 量 沿 C 平行 
移动 而 得 . 

平行 移动 对 定向 曲线 C 的 测 地 曲率 提供 一 种 简单 的 解释 . 在 每 点 M < C,9 是 
与 C 相 切 的 单位 向 量 与 标 架 场 的 向 量 e (M) 所 成 的 角 . 这 切 向 量 是 曲线 C 的 达 
布 标 架 的 向 量 ; 达 布 标 架 形成 RS) 中 一 条 曲线 (C 在 ROS 中 的 “标准 提升 ?), 而 且 
wi2 在 这 条 曲线 上 导出 的 形式 等 于 


wi2 + d0 = a(s)ds + d0 = d(0 — y), 


和 上 面 一 样 , o 确定 沿 C 的 一 个 平行 场 .然而 已 知 在 C 的 标准 提升 上 , w 导出 的 
形式 等 于 ds/py, 其 中 1/p 表示 C 的 测 地 曲率 . 由 此 得 


ss 证 (2.9.2) 


C 的 测 地 曲率 等 于 角 0 一 p XTK s 的 导数 , 这 里 0 一 gp 是 0 的 定向 切线 
与 沿 O 平行 场 中 向 量 所 求 的 角 . 
特别 , 测 地 线 是 这 样 的 曲线 C : C 上 各 点 处 单位 切 向 量 所 成 的 场 是 一 平行 场 . 


2.10. 全 曲率 与 平行 移动 的 关系 


总 是 假定 在 曲面 S 上 存在 着 一 个 标 架 场 . 

取 一 环 路 作为 曲线 C (C 的 终点 与 它 的 起 点 Mo 重合 ). 取 与 S 在 点 Mo 相 切 
的 一 个 单位 向 量 , 并 且 使 这 向 量 沿 C 作 平 行 移动 . 即 令 环 路 与 一 点 同 伦 , 回 到 点 Mo 
时 , 得 到 的 不 一 定 是 出 发 时 的 同一 向 量 . 更 确切 地 , 设 y 是 分 段 C1 类 的 环 路 , 它 是 
一 个 紧 集 6 的 定向 边界 . [注意 : 这 就 导致 6 与 一 紧 圆 盘 同 胚 , 但 在 这 里 不 证 明 这 一 
事实 . 由 此 可 见 y 与 一 点 同 伦 .] 如 果 o 是 确定 沿 着 y 平行 移动 的 角 , 由 2.9 Ez. 


[ae=- /aa 
Y 3 


- || ion 

6 

JJ do 
5 Rio 


由 斯 托 克 斯 定理 , 上 式 等 于 


因此 由 (2.8.2), 它 等 于 
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由 此 得 基本 关系 式 : 
do 
J a= JJ == |. (2.10.1) 


上 式 左边 是 场 中 向 量 沿 着 环 路 y 平行 转动 的 总 角度 (在 每 一 时 刻 , 角 o 是 对 于 标 架 
场 中 的 标 架 测定 的 ). 因此 可 以 说 沿 环 路 y 的 平行 移动 产生 转动 , 其 角度 等 于 全 曲率 
1/Ri Ro 关于 面积 元 素 do # ó 上 的 重 积分 . 

于 是 再 看 2.9 段 中 的 记号 : 0 表示 与 y 在 点 M 相 切 的 单位 向 量 与 标 架 场 中 向 量 
e (M) 所 成 的 角 . 由 (2.9.2), 我 们 有 


do = d0 一 a 
Pg 


i - j . Ri Ro ` (2.10.2) 


为 了 写 上 式 , 隐 含 地 假定 了 y 是 C2 类 曲线 . 如 果 y 是 由 有 限 条 C2 类 弧 y, 组 成 , 这 
些 弧 在 角 点 P, 处 衔接 , 在 该 处 y 的 单位 切 向 量 的 角 有 间断 0;, 那么 关系 式 (2.10.2) 


必须 理解 如 下 : 
= dð — I Ez (2.10.3) 


我 们 承认 下 列 引 理 , 但 不 作证 明 , 其 中 涉及 平面 的 拓扑 性 质 : 
引 理 2.10.1. 用 上 面 的 记号 , 我 们 有 


> J dð + ` 0, = 2r. 
i T i 


直观 地 , 上 式 左 边 是 与 y 相 切 的 单位 向 量 转 动 的 总 角度 , 每 个 时 刻 角 度 是 对 标 
架 场 的 向 量 e (M) 计算 的 . 由 于 在 每 个 时 刻 角度 9 是 以 模 2r 确定 的 , 事先 料 到 |， 
上 式 左边 必然 是 2r 的 整数 倍 . 引 理 断定 它 恰好 是 27. 

读者 可 证 明 : 当 曲 面 S 是 平面 时 , 情况 确实 是 这 样 ; 还 可 看 出 : 当 ó 是 圆 盘 , y 是 
定向 圆周 , 即 这 圆 盘 的 边界 , 于 是 沿 正 向 描 出 圆周 时 , 圆周 的 切线 转动 2r 角度 . 一 般 
情形 的 证 明 大 体 来 说 , 在 于 用 适当 的 变换 化 到 特殊 情形 . 

由 引 理 2.10.1 及 关系 式 (2.10.3) 得 


定理 2.10.2. (高 斯 - 博 内 ). 在 上 列 假设 下 , 我 们 有 


`. 2 =s n 


特殊 情形 .假定 7 是 一 测 地 三 角形 , 即 7 由 3 条 测 地 线 的 弧 y, yo, ya 组 成 . 把 
这 三 角形 的 角 记 作 ai, az,as (都 在 0 与 z 之 间 ). 显然 有 


于 是 (2.10.1) 变 成 


(2.10.4) 


2， 与 R3 中 曲面 相 联系 的 含 三 个 参 变量 的 标 架 族 . 319. 


而 由 于 y 的 测 地 曲率 是 零 ， 


Yi Pg 


于 是 由 (2.10.4) 得 


3r 一 (al + a2 + G3) = 27 — Isa 


+e +e =+ || Z IN: (2.10.5) 
由 此 得 : 
系 2.10.3， 测 地 三 角形 三 角 的 和 减 r 等 于 全 曲率 在 三 角形 内 的 积分 


球面 三 角形 的 例 .， 设 S) 是 R3 中 的 单位 球面 . 在 S) 上 任何 点 , 全 曲率 等 于 
1 (所 有 点 都 是 脐 点 , 曲率 等 于 1). REX, “球面 三 角形 ”是 5。 上 的 测 地 三 角形 ; 它 
的 边 是 大 圆 释 . 在 球面 三 角形 上 , 总 是 存在 着 “ 标 架 场 ” [事实 上 , 存在 着 一 点 P e S; 
不 属于 球面 三 角形 ; 以 P 为 极 的 球 极 平面 射影 把 一 个 平面 变换 成 S, — (Py, 并 且 把 
平面 中 向 量 (Z 0) 场 变换 成 S. — (P) 上 的 向 量 (#0) 场 ]. 因此 可 应 用 系 2.10.3: 球 
面 三 角形 三 角 的 和 , 减 去 fr, 等 于 这 三 角形 的 面积 . 这 结果 有 用 初等 几何 方法 作出 的 

一 个 证 明 [ 见 阿达 马 的 《初等 几何 论 》]. 

例如 考虑 在 S, 上 , 由 顶点 在 球 心 的 三 直角 三 面 角 所 割 出 的 球面 三 角形 . 这 是 三 
角 都 是 直角 的 三 角形 , 因此 它 的 面积 等 于 r/2. 这 与 球面 S, 是 入 个 互相 邻接 的 这 种 
三 角形 的 并 集 这 一 事实 相符 合 . 
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2.11. 用 第 一 基本 形式 计算 曲面 的 全 曲率 


总 是 假定 在 S 上 有 一 标 架 场 , 并 且 保留 2.8 段 中 的 记号 . 既然 微分 形式 o, 及 
wz 在 S 上 每 点 是 线性 无 关 的 , 形式 zs 可 以 用 唯一 的 方式 写成 


w12 = A1W1 + Àw. (2.11.1) 
要 用 (2.8.1) 计算 映射 Xi; 及 Xa. 事实 上 , 由 (2. 11.1) 及 (2.8.1) 得 
doi = 和 151 AW2, dw» = MW1 A W2. (2.11.2) 


如 果 知 道 21 K wz, 可 计算 do, 及 do, 于 是 M 及 M‘ (S 上 的 映射 ) H (2.11.2) 给 
12, 可 算出 dwi, 并 且 由 


dw12 = — 


EE 
£ 
XN 
zz 
imi 
s 
€l 


TE U ^W: (参看 (2.8.2))， (2.11.3) 
就 得 到 了 全 曲率 . 
因此 只 是 回 到 要 计算 微分 形式 2, 及 wz. 它们 是 映射 oM, €), 其 中 Z 是 与 
S 在 点 M 相 切 的 向 量 : 已 给 M,0 (M, E) 及 (M, €) 是 向 量 E E% (2, (M), 
©2(M)) 中 的 坐标 . 
当 我 们 有 了 用 参 变 量 (u,v) 所 作 下 列 参 变量 表示 式 后 , 就 可 作出 完整 的 计算 : 
ds = (Adu)? + (Bdv)}?, 其 中 A 及 B 是 (u,v) 的 函数 , 取 值 > 0. (2.11.4) 
在 S 上, RS (uv) 平面 上 常 向 量 (1,0) 的 场 相对 应 的 向 量 场 . 于 是 
Q, = Adu, W = Bdv. 
我 们 有 
do = SO ay dwz = 0 N 
Ov Ou 
wAwa = ABdu A du, 
由 此 代入 (2.11.2), 得 


gesl IA aa 
AB ðv’ AB ðu 
于 是 由 (2.11.1) 得 
1 04 1 3B 
W12 = -5 p A ð dv, 


由 此 得 


ð /18A 1 ôB 
和 n= |Z (rZ) G2 )| du A du, 
并 且 (2.11.3) 最 后 给 


| (2.11.5) 
Rı Rə AB \ ðv \ B ðv ðu \ A ðu 


当 ds? 有 (2.11.4) 的 形状 时 , 这 就 是 给 出 全 曲率 的 公式 . 


习题 


活动 标 架 习题 
记号 还 是 用 本 章 中 采用 的 . 
在 下 面 , 曲面 (S) 表示 R? 中 属于 Ck 类 的 (k > 2) 2 维 连通 可 微 流 形 . 
习题 1， 设 向 量 u 在 与 曲面 (S) 相 切 于 点 M 的 平面 内 . 证 明 在 w 的 方向 (S) 
的 法 曲率 由 下 式 给 出 : 


_ 1 _ aw? + 2bw1w2 + cw? 
PE w? + w2 j 


其 中 形式 wi 及 wa 是 在 u 上 算出 的 . 
证 明 在 M 的 主 方向 是 使 1/R, 取 极 值 的 方向 . 由 此 导出 : 对 于 在 M 的 一 个 主 
方向 w, 我 们 有 


1 awı + bwa _ bw1 + cw2 
R = w1 - W2 : 


这 里 1/R 是 关于 v WERK, 形式 w 及 wo EE T 上 算出 的 . 
由 此 导出 (S) 上 曲率 线 的 微分 方程 是 


b(w? — w2) + (c — a)wiwz = 0. 


习题 2. 34 e K e: 是 在 M 处 主 方向 的 单位 向 量 时 , 活动 标 架 的 方程 是 怎 
样 的 ? 这 样 的 标 架 下 面 要 系统 地 用 到 ; a,b,c 表示 在 相应 的 标 架 族 上 的 映射 , 或 同样 
可 说 是 在 曲面 S 上 的 映射 . 

习题 3. 如 果 在 (S) 上 一 点 Ma = b= c= 0, 那么 M 就 叫做 扁平 点 . 证 明 所 
有 点 都 是 扁平 点 的 闭 曲面 (S), 必然 是 一 平面 . 

习题 4. 在 习题 2 的 标 架 中 , 研究 全 曲率 K = ac — b 是 零 的 曲面 (S). 

证 明 wis 或 wzs 是 零 . 在 was Z 0, w13 = 0 情形 , 证 明 在 (S) 上 局 部 存在 着 一 个 
映射 u, 使 得 wos = du, 并 且 研 究 活动 标 架 沿 着 线 v = 常数 的 位 移 . 由 此 导出 (S) 是 
可 展 曲 面 . 在 特殊 情形 wi = 0, 证 明 (S) 是 柱 面 . 

习题 5 (S) 上 一 点 M f a = c= p Z 0, 并且 使 6=0. 那么 这 点 就 叫做 一 个 脐 
点 . 设 (S) 是 一 闭 曲 面 , 它 的 所 有 点 都 是 脐 点 . 证 明 dp 人 wi = dp 入 ws = 0, 并 且 由 此 
证 明 (S) 是 半径 为 1/jp| 的 球面 . 

习题 6， 设 闭 曲 面 (S) 的 平均 曲率 H — a+ c 等 于 1, 并 且 全 曲率 K = ac- b? 
ER. 证 明 (S) 是 半径 为 1 的 正 圆柱 面 . 

按照 习题 2 及 4 中 的 提示 , 考虑 wis = 0 情形 . 

证 明 在 (S) 上 局 部 存在 着 独立 的 映射 u 及 o, 使 得 


1 = du @ + du ex; de = dues, 


de, = 0, des = —du e>, 
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并 且 作 出 结论 . 

习题 7， 证 明 在 紧 曲 面 (S) E, 存在 着 一 点 M, 在 这 点 全 曲率 K = ac — b2 JE 
严格 正 的 . 设 O 是 R 中 一 点 , 并 且 M 是 (S) 上 一 点 , 使 OM 是 极 大 . 要 证 明 上 述 
结论 , 只 要 证 明 (S) 的 第 二 基本 形式 在 点 M 是 负 定 的 . 

如 果 平 均 曲 率 H =a +c Æ (S) 上 任何 点 是 零 , (5) 就 叫做 极 小 曲面 . 是 否 存在 
着 紧 极 小 曲面 ? 

习题 8. 采用 习题 2 中 的 标 架 , 证 明 : 如 果 在 点 M, RITA da = dc = 0, 那么 
在 点 M, 或 者 有 a = c, 或 者 有 wi2 = 0. 由 此 导出 : 设 在 曲面 (S) 上 , 全 曲率 是 严格 
正 的 常数 K > 0, 那么 在 非 脐 点 , 主 曲率 不 可 能 有 相对 极 大 或 极 小 . 

习题 9. 应 用 习题 8 及 5, 证 明 : 如 果 紧 曲面 (S) 的 全 曲率 是 严格 正 的 常数 , 那 
Z (S) 是 球面 . 

习题 10. 如 果 闭 曲面 (S) 没有 脐 点 , #HEWR H = a +c K K = ac — 2 È 
常数 , 那么 (S) 是 正 圆柱 面 . 是 否 有 全 曲率 是 严格 负 常 数 的 极 小 曲面 ?” 应 用 习题 8 
及 6. 

习题 11. 球面 映射 . 对 (S) 的 任何 点 M, 使 它 与 点 ue 相对 应 , 这 里 x` 是 
心 为 0、 半径 为 1 的 球面 , 而 且 OZ = Z. 映射 / :5 一 信使 得 f(M) = 1; 这 样 确 
定 的 映射 叫做 从 (s) 到 (>) 的 球面 映射 . 

(a) (S) 在 M 的 切 平面 T (S) 与 (©) 在 u 的 切 平面 T) BEFIT, ©) 
在 u 的 第 一 基本 形式 自然 引导 出 T (S) 上 的 一 个 二 次 形式 . 计算 这 二 次 形式 成 为 
a;b,c,wi,w2 的 映射. 这 样 得 到 的 二 次 形式 叫做 (S) 在 M 的 第 三 基本 二 次 形式 . 

(b) 同样 , f 在 M 的 导出 映射 fr 自然 诱导 出 从 切 平面 Ty (S) 到 它 本 身 的 一 个 
线性 映射 L. L HHB (S) Æ M 的 韦 因 加 滕 (Weingarten) 映射 . 应 用 给 出 dM R des 
的 公式 , 在 T (S) 的 基 (eu eo) 中 , 计算 L 的 矩阵 成 为 a,b,c 的 映射 , 并 且 由 此 导 
出 工 是 (S) 在 M 的 第 一 基本 形式 的 一 个 对 称 算 子 . 

(c) 计算 L 的 特征 值 、 特 征 向 量 、 迹 以 及 行列 式 , 并 且 解 释 所 得 结果 的 几何 意义 . 
给 出 f 是 从 (S) 到 (57) 上 的 局 部 微分 同 胚 的 条 件 . 

(d) 把 (S) 在 M 的 第 一 、 第 二 、 第 三 基本 形式 分 别 叫做 LI 证明 VX, Y < 
Tu(S), 我 们 有 


(要 用 a,b,c,wi, w 的 映射 来 解释 给 出 工 及 焉 的 公式 ). 
(e) H =a+c R K =ac-— b? TIJE (S) 在 M 的 平均 曲率 及 全 曲率 , 证 明 : 


L?+HL+K.-Id=0 (Id 是 Tix(05) 的 恒 等 映 射 ). 


由 此 导出 H — H.I+ K .I=0. 
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习题 12. ( 续 上 题 ) 设 f: S — X 是 球面 映射 ; 如 果 vX, Y e Tur (S), 在 (9) 上 
存在 着 一 个 严格 正 映射 u(M), 使 得 


IL:.X L.Y)= Nm, (X.,Y)=u(M)N(X, Y), 
那么 f 就 叫做 严格 保 形 的 . 

证 明 : 如 果 (S) 是 紧 的 , (S) 是 一 球面 , 并 且 如 果 (9) 是 非 紧 的 , (S) 是 有 严格 负 
全 曲率 -wu(M) 的 极 小 曲面 . 

(应 用 习题 5 K 7 中 的 结果 , 解释 a,b,c 之 间 所 找到 的 关系 式 .) 

习题 13. ( 续 上 题 ). WEAR I= I, sk I = M, 如 果 (S) 是 闭 的 , 那么 (5) 是 半 
径 为 1 的 球面 , 并 且 反 过 来 也 正确 . (如 果 I = I, 证 明 如 果 (S) 是 闭 的 , 那么 (S) 是 
半径 为 1 的 球面 , 平面 , 或 半径 为 1 的 正 圆柱 .) 

习题 14， 平行 曲面 . 设 有 曲面 (S). 考虑 曲面 (5,), 即 点 p(M) = M, = MAres 
的 轨迹 , 这 里 M e (S), 并 且 r 是 一 常数 . 

(a) 考虑 标 架 (Mr, 1, 忆 5, es), 它 是 从 标 架 (M, @,, eo, es) 通过 平移 re; 得 
到 的 . 计算 (S,) 上 按 新 标 架 的 形式 vi, wi, 把 它们 用 标 架 (M, E1, 人, 人 es) 中 形式 
wi 及 wi; 的 映射 来 表示 . 

(b) 证 明 : 如 果 H, K K r 中 的 某 一 条 件 成 立 , 那么 可 以 把 到 (S.) 在 M, 的 主 方 
向 , 主 曲率 , 平均 曲率 , 全 曲率 以 及 3 个 基本 形式 , 表示 为 (S) 在 M 处 相应 元 素 的 
映射 . 

(c) 切 平面 Ty (S) 及 Tu, (S,) 是 平行 的 , o 在 M 的 导出 映射 o 自然 诱导 出 
从 Tu (S) 到 它 本 身 的 一 个 线性 映射 p. Q FER i, e 中 的 矩阵 , 把 它 用 a,b,c 
K r 的 映射 表示 出 来 . 用 F 的 映射 解释 所 得 到 的 关于 。 的 条 件 , 并 且 证 明 在 这 种 情 
ET, o 是 从 S 到 s, 上 的 局 部 微分 同 胚 . S. 在 M 的 韦 因 加 滕 映射 (习题 11) 也 
自然 诱导 出 Tu (S) 的 一 个 线性 映射 如 果 r E (S) 在 M 的 韦 因 加 滕 映射 , 证 明 
L, F = F - L, = 了 工 ;并 且 这 样 就 可 简单 地 得 到 (b) 中 的 结果 . 

习题 15， 证 明 如 果 映 射 p: S 一 S, (习题 14) 是 严格 保 形 的 , 并 且 如 果 (s) 
还 是 闭 的 , 那么 (S) 或 是 一 球面 , 或 是 一 平面 , 或 是 无 脐 点 、 并 且 平 均 曲率 是 常数 
H = 2/r 的 一 曲面 . 

习题 16. 确定 在 R PFE U 内 的 三 重 正 交 系 是 这 样 的 曲面 族 : 通过 U 中 每 
点 M, 恰好 有 族 中 3 个 曲面 , 而 且 它 们 在 M 的 法 线 相互 正 交 . 证 明 三 重 正 交 系 中 的 
曲面 沿 着 它们 的 曲率 线 相交 . 

为 此 , 要 研究 标准 正 交 活动 标 架 (M, €1, E2, es) 的 位 移 , 这 里 M c U, 并 且 
Ei e2, es 分别 是 通过 M 的 3 个 曲面 S, S2, Ss 的 法 线 . 

如 同 在 1.1 Ez, S 


3 
dM = we, K dë, = Lu ej;(i = 1,2,3). 
i=1 
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证 明 可 以 写 出 


W23 = Q11W1 十 Q12W2 十 Q13W3, 
W31 = Q21W1 + Q22W2 十 423W3， 


W12 = Q31W1 十 Q32Ww2 十 Q33W3， 


然后 让 M 在 (53) 上 移动 , 证 明 all = 一 a22. 由 此 导出 a11 = a22 = ass = 0, 并 且 应 
用 习题 2 证 明 (21, 2, es) 是 曲面 (S1), (92), (93) 在 7 的 主 方向 . 

习题 17， 证 明 一 族 同心 球面 自然 是 无 穷 个 三 重 正 交 系 的 一 部 分 , 并 且 由 此 证 明 
R? 中 保 形 微分 同 胚 把 球面 变换 成 球面 . 


积分 的 习题 


习题 18. 应 用 方程 (1.4.4), 证 明 如 果 R3 中 曲线 C 的 挠 率 与 曲率 成 比例 (o/r = 
k), 那么 曲线 C 对 于 方向 Z 是 螺旋 线 , 下 面 将 确切 说 明 (如 果 曲 线 的 切线 与 一 个 固 
定 的 方向 如 成 一 定 的 角 , 就 说 这 曲线 是 对 于 方向 T 的 螺旋 线 ). 

特殊 情形 . 假定 p= += (1+ s)v2, 证 明 C 是 确定 的 , 但 可 能 差 一 位 移 ; 当 对 
F s= 0, 加 上 初始 条 件 


e= C TA as (-1/v2,1/v2,0), Na GE 


时 , 求 C 的 方程 . 

习题 19. 应 用 习题 2 中 的 标 架 , 证 明 : 如 果 w = du, 即 v = 常数 同时 是 曲率 线 
及 测 地 线 , 参看 第 二 章 习题 14, 那么 这 些 曲 线 是 平面 曲线 (证 明 o 与 ws WEH). 

特别 研究 旋转 曲面 , 证 明 在 这 种 情形 下 , a 及 c 只 是 u 的 函数 . 

反 过 来 , 假定 对 于 曲面 (S), RITE wi = du,a = p(w),c = y(u). 证 明 可 选取 参 
变量 u, 使 得 w = H(u)du, 其 中 H 只 与 u AR. 

证 明 

(012 = men 以 及 H? +CH? = 常数 . 
于 是 将 方程 组 dei = Y wijej 及 dM = Y wie Har, 并 且 证 明 曲 面 (S) 是 旋转 
j i 


曲面 . 
习题 20。 用 上 题 中 的 方法 求 出 满足 下 列 条 件 的 曲面 (9) : wi = du,a = plw,c= 
v(w), 其 中 plu) + y(u) = 0. 
证 明 求 得 的 旋转 曲面 的 经 线 是 悬 链 线 . 
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A 
algèbre de Banach ERAR% 


B 
Banach (espace de) E&H (空间 ) 
boule de centre a et de rayon r Ü a, `É4€ r 的 球 


C 

caractéristique (système) ”特征 (方程 组 ) 
Cauchy (suite de) ” 柯 西 (序列 ) 

chemin ”道路 

classe C! (application de) C! 类 映射 
classe C? (application de) C? 类 映射 
classe C” (application de) C” 类 映射 
classe C° (application de) C% 类 映射 
composante connexe ”连通 分 支 


composantes homogènes d'un polynome ”多项式 的 齐 次 合成 多 项 式 


connexe (espace topologique) ”连通 (拓扑 空间 ) 


continúment différentiable (application) ”连续 可 微 (映射 ) 


convergence uniforme (norme de la) ”一 致 收 化 (的 范 数 ) 
convexe “” 凸 集 
C”-difféomorphisme C" 微分 同 胚 
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D 

dérivée (application) ”导数 ; 导出 映射 

dérivée à droite, resp. à gauche ” 右 或 左 导数 ; — 导出 映射 

dérivée partielle (FAG 偏 导出 映射 

développement limité à Lordre n n 阶 有 限 展开 式 

diféomorphisme ”微分 同 胚 

différences d'un polynome ”多项式 的 差分 

différentiable en un point (application) ”在 一 点 可 微 (的 映射 ) 
différentiable dans un ouvert (application) ”在 一 开 集 中 可 微 (的 映射 ) 
dual topologique “拓扑 对 偶 


E 

équation aux dérivées partielles: ” 偏 微分 方程 : 

linéaire homogène ”线性 齐 次 一 一 

linéaire (non homogène) ”线性 ( 非 齐 次 ) 一 一 
équation différentielle linéaire ”线性 微分 方程 

équation différentielle linéaire homogène “ 齐 次 线性 微分 方程 
espace vectoriel normé Wý maz A] 


exponentielle ”指数 (映射 ; 函数 ) 


F 

fonction de classe C1 par morceaux “分 段 C! 类 映射 (或 函数 ) 
forme quadratique “二 次 形式 

formule de Taylor ”泰勒 公式 


G 
germe de groupe à un paramètre ” 含 一 个 参 变 量 之 群 的 芽 
groupe orthogonal ” 正 交 群 


I 

indéfiniment différentiable ”无 穷 可 微 

inégalité de Schwarz 施 瓦 欧 不 等 式 

intégrale première ”首次 积分 

intégrale singulière ”奇异 积分 

isométrie (d'espaces vectoriels normés) ”( 赋 范 向 量 空间 的 ) 等 距 (映射 ) 


isomorphisme (d'espaces vectoriels normés) ”( 赋 范 向 量 空 间 的 ) 同 构 (映射 ) 


L 

L(E;F) 从 EE 到 FF 所 有 连续 线性 映射 的 集 
ligne brisée ”折线 

linéaire continue (application) ”连续 线性 (映射 ) 


1,2.1 
1,3.1 
1,2.6 
1,7.1 
1,4.1 
1,6.3 
1,2.1 
1,2.1 
1,1.7 


I4.1 
1,4.3 
I1.4 
1,2.1 
L1.1 
L1.7 


工 ,1.3 
1,8.2 
1,5.6 


I,3.2 
I,3.1 


1,5.3 
L8.1 
1,4.1 
1,3.10 
1,1.6 
L1.6 


1,1.4 
1,1.3 
1,1.4 
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lipschiztienne, k-lipschitzienne (fonction) ” 李 普 希 茨 , k 李 普 希 茨 (函数 , 或 映射 ) 1,3.3 
localement constante (fonction) ”局 部 常量 (函数 , 或 映射 ) 1,3.3 
localement lipschitzienne (fonction) ”局 部 李 普 希 芯 (函数 , 或 映射 ) 1,1.8 
M 
minimum relatif (d'une fonction numérique) ”( 数 值 函 数 或 映射 的 ) 相对 极 小 1,8.1 
minimum relatif strict (id.) (数值 函数 或 映射 的 ) 严格 相对 极 小 L8.1 
multilinéaire (application) ”多 重 线 性 (映射 ) I,1.8 
multilinéaire continue (application) ”连续 多 重 线性 (映射 ) L1.8 
N 
non-dégénérée (forme quadratique) ” 非 退 化 (二 次 形式 ) 1,8.3 
normalement convergente (série) ”正规 收敛 (级 数 ) L1.3 
norme ” 范 数 L1.1 
normé (espace vectoriel) IRYS (向 量 空间 ) I,1.1 
normes équivalentes ”等 价 范 数 I,1.6 
P 
polynome continu ”连续 多 项 式 1,6.4 
polynome de degré < n ”次数 < n 的 多 项 式 1,6.2 
polynome homogène de degré n n 次 齐 次 多 项 式 L6.1 
polynomiale homogène de degré n (application) n 次 齐 次 多 项 式 (映射 ) 1,6.1 
produit de deux espaces de Banach ”两 个 巴 拿 赫 空间 的 乘积 1,2.4 
produit d'un nombre fini d'espaces de Banach ”有限 个 巴 拿 赫 空间 的 乘积 1,2.4 
R 
résolvante (d'une équation différentielle linéaire homogène) 

( 齐 次 线性 微分 方程 的 ) 预 解 式 I2.2 
S 
segment (dans un espace vectoriel réel) ( 实 向量 空 间 中 的 ) 线段 1,3.3 
solution (d'une équation différentielle) (微分 方程 的 ) 解 I,1.1 
solution e-approchée (d'une équation différentielle) ”( 微 分 方程 的 ) s 近似 解 1,1.3 
strictement différentiable (application) ”严格 可 微 (映射 ) 1,3.8 
strictement tangente à zéro (application) 与 零 严 格 相 切 的 (映射 ) L3.8 
strictement tangentes (applications) ”严格 相 切 的 (映射 ) L3.8 
suite de Cauchy 柯 西 序列 L1.1 
T 


tangente à zéro à P'ordre n (application) 5Ẹ n 阶 相 切 的 (映射 ) I,7.1 
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tangentes en un point (applications) ”在 一 点 相 切 的 (映射 ) L2.1 
théorème des fonctions implicites aMi} ( 隐 函 数 ) 定理 I,4.7 
théorème d'inversion locale ”局 部 反 演 定理 I,4.2 
théorème de Schwarz METREM L5.2 
v 

“variation des constantes” (méthode de) “常数 变易 ”法 I,2.4 
w 


Wronskien ” 朗 斯 基 行 列 式 工 ,2.5 


索引 下 编 : 微分 形式 
(索引 中 的 数字 依次 为 章 、 段 号 ) 


A 
alternée (application multilinéaire) ”交错 (多 重 线性 映射 ) 
antisymétrique (application multilinéaire) ”反对 称 (多 重 线性 映射 ) 


B 
bord orienté (d'un compact à bord) ”( 带 边界 紧 集 的 ) 定向 边界 


C 

champ de repères (d'une surface de R?) (R? 中 曲面 上 ) 标 架 场 

changement de variable (dans une forme différentielle) (微分 形式 中 ) 变量 代 换 
changement de variable (dans une intégrale double) ”( 重 积分 中 ) 变量 代 换 
changement de variable (dans une intégrale mn-uple) (n 重 积分 中 ) 变量 代 换 
chemin de classe C! C! 类 道路 

chemin de classe C! par morceaux 分 段 C! 类 道路 

compact à bord (dans le plan) (FEF) 带 边 界 紧 集 

compact à bord (dans une variété de dimension 2) (2 维 流 形 中 ) 带 边界 紧 集 
compact à bord (dans R”) (R” +) 带 边 界 紧 集 

condition de Frobenius #8 N ESEA 

courbe de classe C* (dans le plan) (平面 上 ) C1 类 曲线 

courbe de classe C! par morceaux 分 段 C! 类 曲线 

courbe géométrique ”几何 曲线 

courbure géodésique ” 测 地 曲率 

courbure normale ”法 曲率 

courbure totale (d'une surface de R3) (R? 中 曲面 的 ) 全 曲率 


L1.1 
L1.3 


1,4.2 


,2.8 
1,2.8 
1,4.6 
1,4.10 
L3.1 
1,3.1 
1,4.2 
1,4.9 
1,4.10 
1,6.6 
1,4.2 
1,4.2 
1,2.5 
,1.5 
,1.5 
I,2.6 
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D 
différentielle extérieure (d'une forme différentielle) (微分 形式 的 ) 外 微分 
directions principales(en un point d'une surface) ”( 曲 面 上 一 点 处 ) 主 方向 


E 

écriture canonique (d'une forme différentielle) (微分 形式 的 ) 典范 写法 
élément de volume p-dimensionnel (d'une variété) ”( 流 形 的 ) p 维 体积 元 素 
équation d'Euler ” 欧 拉 方 程 

équations de Lagrange ” 拉 格 朗 日 方程 

espace vectoriel tangent (à une variété) (Wu BJ) 切 向 量 空间 

étoilé (sous-ensemble d'un espace vectoriel réel)  ( 实 向 量 空间 的 ) EJE (TÆ) 
extrémale (courbe) ” 极 值 (曲线 ) 

extrémum (d'une fonctionnelle) (Z R65) 极 值 


F 

fermée (1-forme différentielle) ” 闭 (微分 1 形式 ) 
forme différentielle ”微分 形式 

forme différentielle de classe C” C" 类 微分 形式 


1,2.3 
1,2.6 


1,2.6 

1,4.12 
1,1.5 
I,2.3 
1,4.7 

1,2.12 
I,1.4 
1,1.4 


1,3.5 
1,2.1 
1,2.1 


forme quadratique fondamentale (lere) d'une surface ”曲面 的 (第 一 类 ) 基本 二 次 形式 M, 2.2 
forme quadratique fondamentale (2°) d'une surface ”曲面 的 (第 二 类 ) 基本 二 次 形式 IH.2.4 


formule de Green-Riemann 格林 - 黎 曼 公式 


G 
Gauss-Bonnet (formule de) ”高 斯 - 博 内 公式 
géodésiques d'une variété 流 形 的 测 地 线 


H 

homotopes (chemins) ” 同 伦 (道路 ) 

homotopes (lacets) ” 同 伦 ( 环 路 ) 

homotopie avec origine et extrémité fixes 与 原点 同 伦 并 有 固定 端点 


I 
intégrale curviligne ”曲线 积分 
isotrope (propagation de la lumière en milieu) ”( 光 在 ) 各 向 同性 (介质 中 传播 ) 


K 
K-privilégié (rectangle) K 可 取 的 (长 方形 ) 


L 
lacet IP 
lacet brisé ” 折 环 路 


1,4.4 


亚 ,2.10 
1,2.6 


1,3.7 
1,3.7 
1,3.7 


1,3.2 
1,2.2 


1,4.4 


1,3.4 
L3.4 
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lignes de courbure (d'une surface de R?) R? 中 曲面 的 曲率 曲线 


O 
orientation d'une variété ” 流 形 的 定向 


P 

paramétrisation (d'une variété au voisinage d'un point) 
流 形 在 一 点 邻 域 内 的 参 变 量 表示 

partition différentiable de Dunit6 单位 的 微分 分 解 

partition différentiable (subordonnée à un recouvrement ouvert) 
(METAREN) 微分 分 解 

points anguleux (d'une courbe de classe C! par morceaux) 
(分 段 O 类 曲线 的 ) 角 点 

primitive (d'une 1-forme différentielle) (微分 1 形式 的 ) 原 映射 

primitive (d'une 1-forme fermée le long d'un chemin) 
( 闭 1 形式 沿 一 条 道路 的 ) 原 映射 

produit extérieur (de deux applications multilinéaires alternées) 


(两 交错 多 重 线性 映射 的 ) 外 乘积 


produit extérieur (de deux formes différentielles) (两 微分 形式 的 ) 外 乘积 


R 

rang d'une application de classe C! C? 类 映射 的 阶 
repère affine ” 仿 射 标 架 

repère de Darboux ” 达 布 标 架 

repère de Frenét 弗 雷 内 标 架 

repère orthonormé 标准 正 交 标 架 


S 

simplement connexe(espace topologique) ” 单 连 通 (拓扑 空 间 ) 
subdivision(d'un chemin) ”( 道 路 的 ) 细 分 

support d'une fonction ”函数 (或 映射 ) 的 支撑 集 


工 

tangent (espace) #) (空间 ) 

théorème de Poincaré JEJHI3E+EJH 

théorème des forces vives ”动力 定理 

théorème de Stokes (th. 4.4.1) (定理 4.4.1) 斯 托 克 斯 定理 
théorème de Stokes (th. 4.9.1) (定理 4.9.1) 斯 托 克 斯 定理 
théorème de Stokes (cas général) ”斯 托 克 斯 定理 (一 般 情形 ) 
torsion d'une courbe(de R?) (R? F) 曲线 的 挠 率 


991; 


亚 ,2.6 


1,4.8 


L4.7 
1,4.1 


1,4.1 


1,4.2 
L3.4 


1,3.6 


L1.4 
1,2.2 


1,4.7 

,1.1 
亚 ,1.5 
亚 ,1.4 
H,1.3 


1,3.8 
1,3.1 
1,4.1 


1,4.7 


1,2.12 
1,2.4 
1,4.4 
1,4.9 
1,4.10 
,1.4 
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torsion géodésique MZ 亚 ,1.5 
transport parallèle (le long d'une courbe tracée sur une surface de R?) 

( 沿 R? 中 曲面 上 曲线 的 ) 平行 移动 M,2.9 
transposition ” 转 置 L1.2 
triangle géodésique ” 测 地 三 角形 亚 ,2.10 
v 


variété dans R” RR” 中 流 形 1,4.7 


外 国人 名 译名 对 照 表 


B F 
S. Banach F 83 P. de Fermat ” 费 马 
J. L. F. Bertrand “” 贝 特 朗 J. F. Frenet #EW 
P. O. Bonnet ÈW F. G. Frobenius jJ! IJ É Hf 
N. Bourbaki ”布尔 巴 基 
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L. Euler PFXP 
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L 

J. L. Lagrange “ 拉 格 朗 日 

H. Lebesgue 318 

R. Lipschitz FFA 

N. Lobachevski ” 罗 巴 契 夫 斯 基 


M 
J. B. M. Meusnier ”上 默 斯 尼 埃 
A. F. Möbius WSH 


O 
M. V. Ostrogradski ” 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 


P 
P. Painlevé HEHP 
H. Poincaré BEJI3E 


R 


J. F. Riccati FE 
M. Role ” 罗 尔 


S 

H. A. Schwarz Jü KP 
J. A. Serret ” 塞 内 特 

G. G. Stokes ”斯 托 克 斯 


v 
V. Volterra RIRH 


w 


J. Weingarten 韦 因 加 滕 
J. M. Wronski ” 朗 斯 基 


本 书 作者 亨利 . 嘉 当先 生 (1904 一 2008) 是 法 国 著名 数学 家 , 并 且 是 法 国 布尔 巴 
基 学 派 的 主要 创建 人 之 一 . 在 上 世纪 中 叶 , 在 该 学 派 推动 下 , 法 国 进 行 了 数学 教学 改 
革 . 经 享 利 ， 嘉 当先 生 建议 , 欧洲 教师 协会 于 1960 年 10 月 3 日 到 5 日 在 巴黎 举行 了 
一 次 讨论 会 , 参加 人 员 有 西欧 几 个 国家 的 数学 家 , 在 会 议 上 制定 了 大 学 数学 专业 基础 
课程 的 大 纲 . 这 份 大 纲 发 表 在 瑞士 杂志 《 数学 教学 》(Ensei gnement Mathématique), 
8 (1962) 的 79 ~ 187 页 上 . 还 制定 了 大 学 应 用 数学 专业 基础 课程 的 大 纲 . 上 世纪 60 
ERI, 关 後 直 先生 译 出 了 这 两 份 大 纲 , 译 者 同时 也 译 出 了 数学 专业 的 大 纲 , 并 曾 将 
译 稿 油印 , 请 我 国 数学 同行 参阅 . 这 些 大 纲 与 我 国 大 学 数学 专业 课程 当时 采用 的 大 
岗 及 法 、 俄 、 英 、 美 过 去 的 相应 大 纲 有 很 大 差异 , 对 于 其 后 各 国 数学 教学 改革 深 有 
影响 . š 

1980 年 到 1994 年 , 根据 中 法 两 国政 府 关 于 交流 的 协议 , 在 武汉 大 学 建立 了 中 法 
数学 中 心 及 中 法 数学 班 , 目的 是 推进 我 国 的 数学 教学 改革 及 扩大 我 国 数学 的 研究 领 
域 . 中 法 数学 班 对 中 国 大 学 本 科 数 学 专业 学 生 的 专业 课程 , 完全 按照 法 国 大 纲 教学 ; 
还 举办 过 研究 生 班 . 这 些 对 我 国 大 学 数学 专业 的 教学 改革 及 人 才 培 养 , 起 了 一 定 的 
推动 作用 . 作为 法 国 科 学 院 资深 院士 , 嘉 当先 生 赞赏 并 支持 武汉 大 学 中 法 数学 交流 ， 
并 且 在 1985 年 及 1987 年 两 次 领衔 与 居 斯 塔 夫 . 肖 盖 及 洛 朗 . 希 瓦 尔 茨 院士 共同 上 
书法 国 总 统 密 特 朗 , 申述 这 一 交流 的 成 效 及 重要 性 , 请 求 批准 继续 交流 . 

H. 嘉 当 先生 所 著 本 书 及 《解析 函数 论 初步 》(Théorie élémentaire des fonctions 
analytiques d'une ou plusieurs variables complexes) (有 中 译本 由 余 家 荣 译 , 高 等 教育 
出 版 社 , 2008 年 ), 是 根据 他 在 上 址 纪 五 、 六 十 年 代 所 授课 程 编写 的 , 其 中 在 当时 颇 多 
新 意 . 过 去 中 法 数学 班 所 授 微 分 学 及 解析 函数 两 课程 , 就 包含 了 这 两 书 中 部 分 内 容 . 

嘉 当 先生 对 数学 及 数学 的 教学 改革 作出 了 重要 贡献 , 特别 对 我 国 数学 的 发 展 作 
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总 
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出 了 贡献 . 
谨 以 此 书 的 出 版 纪念 享 利 . 嘉 当先 生 . 


余 家 荣 
2008 年 10 月 于 武汉 市 
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